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AVERTISSEMENT 

DE  LA  DEUXIÈME  ÉDITION. 


Cette  seconde  Partie  a  pour  objet  principal  l'inté- 
gration des  équations  différenlielles  ;  mais  nous  ne 
nous  sommes  pas  proposé  de  traiter  cette  matière  avec 
toute  l'étendue  que  permettrait  l'état  actuel  do  la 
Science.  Nous  avons  voulu  simplement  présenter  un 
cours  élémentaire  de  Calcul  intégral,  à  peu  près  tel 
qu'était  celui  de  l'École  Polytechnique  il  y  a  quelques 
années.  Toutefois,  nous  avons  cherché  à  n'omettre 
aucune  idée  importante,  et  à  préparer  à  la  lecture  des 
ouvrages  des  grands  géomètres,  tant  sur  l'Analyse 
pure  que  sur  ses  applications  à  la  Mécanique  et  à  la 
Physique,  C'est  dans  cette  vue,  par  exemple,  que  nous 
avons  donné  des  formules  pour  la  représentation  des 
fonctions  arbitraires  par  des  séries  trigonomé triques 
ou  des  intégrales  définies  multiples,  et  montré  com- 
ment ces  dernières  peuvent  servir  à  l'expression  des 
intégrales  des  équations  différentielles  et  des  équa- 
tions aux  différentielles  partielles. 
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ÉLÉMENTS 

CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

LIYRE  III. 

DES  LIMITES  DE  SOMMES.  CALCUL  INVEItSE 
DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE,  PREMIER. 

COMMENT  Li;  PROBLÈME  DES  LIMITES  DE  SOMMES  SE  RAMENE 

AU  PROBLÈME  INVEBSE 

DE  CELUI  DO  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


i .  Nous  avons  résolu  d'une  manière  générale  le  problème 
d'analyse  qui  a  pour  objet  la  recherche  de  la  limite  du  rap- 
port de  (juantités  infiniment  petites,  lorsque  ces  quantités 
sont  les  accroissements  simultanés  de  variables  liées  par  des 
équations  données.  Ce  dernier  cas. est  le  plus  ordinaire,  et 
l'on  y  ramène  engénéralles  autres  ;  cependant  il  peut  en  Être 
autrement,  et  l'on  en  voit  des  exemples  dans  quelques-unes 
des  questions  géométriques  que  nous  avons  traitées  :  on  se 
dirige  alors  suivant  les  circonstances. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  problème  infi- 
nitésimal, qui  a  pour  objiît  la  détermination  des  limites  de 
sommes,  et  clierclier  si  l'on  peut  le  ramener,  comme  le  pré- 
cédent, à  des  méthodes  générales  de  calcul. 

Calcul  inf.  D.  —  11.  I 
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Remarquons  d'abord  que,  dans  toutes  les  questions  de  ce 
genre  que  nous  avons  étudiées  précédemmenl,  les  quantités 
infiniment  petites  que  nous  avons  substituées  aux  éléments 
exacts  de  la  grandeur  à  évaluer  présentent  ce  caractère 
commun,  que  leur  expression  analytique  est  le  produit 
d'une  fonction  d'une  variable  par  l'accrois  sèment  infini- 
ment petit  que  prend  cette  variable  quand  on  passe  d'un 
élément  au  suivant.  Commençons  par  reconnaître  ce  point 
important. 

2.  Quand  nous  avons  voulu  déterminer  l'aire  d'une 
courbe  plane,  nous  avons  employé  un  premier  mode  de 
décomposition  par  des  parallèles  infiniment  voisines  et,  au 
lieu  des  segments  eux-mêmes  compris  entre  deux  parallèles 
consécutives,  nous  avons  considéré  les  parallélogrammes  in- 
térieurs ou  en  partie  extérieurs,  qui  en  dilîèrent  d'une  quan- 
tité infiniment  petite  par  rapport  à  ces  segments.  Pour  avoir 
l'expression  générale  de  ces  parallélogrammes,  prenons  nn 
axe  des  x  perpendiculaire  et  un  axe  des  j  parallèle  aux  sé- 
cantes ;  l'expression  de  la  corde,  qui  est  le  côté  fini  du  paral- 
lélogramme rectangle,  est  une  fonction  de  x  donnée  par  la 
nature  du  contour.  Si  on  la  représente  par  F(.r)  et  qu'on 
désigne  par  Aa;  la  dilférence  des  x  correspondant  à  deux 
parallèles  consécutives,  l'aire  eberchée  sera  la  limite  de  la 
somme  des  valeurs  que  prendra  F  [x)  Ax  lorsque  x  pren- 
dra successivement  toutes  les  valeurs,  à  partir  d'une  pre- 
mière qui  est  donnée,  croissant  par  intervalles  Ax,  égaux 
ou  inégaux,  mais  indéfiniment  décroissants,  jusqu'à  ce  que 
l'on  parvienne  à  la  valeur  de  .r  à  laquelle  se  termine  la  sur- 
face à  évaluer. 

Cette  surface  a  donc  pour  expression  analytique 

dans  le  sens  qui  vient  d'être  développé. 
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DKE    LIMITES   DE    SOMMES.  3 

Passons  à  un  autre  mode  de  déconïposîtiou  des  aires,  et 
considérons -le  s  comme  décomposées  par  des  droites  partant 
d'mi  même  poini  et  faisant  entre  elles  des  angles  infiniment 
petits.  La  question  revient  alors  à  trouver  la  limite  d'une 
somme  de  secteurs  circulaires  ayant  pour  rayons  les  rayons 
vecteurs  de  la  courbe,  et  pour  angles  an  centre  les  diffé- 
rences des  valeurs  successives  de  l'angle  du  ravon  vecteur 
avec  l'axe  fixe. 

Désignant  cet  angle  par  9,  et  par  r  le  rayon  vecteur  qui 
est  une  fonction  donnée  de  6,  il  s'agira  de  calculer  la  valeur 

de  lim^  —  A6,  ou,  en  représentant  —  par  Fffl),  la  valeur 

de 

on  eu  revient  donc  encore  au  même  problème  d'analyse. 

On  reconnaîtra  facilement  qu'on  est  ramené  à  ce  même 
problème  pour  la  cubature  des  solides,  la  rectification  des 
courbes,  la  quadrature  des  surfaces  courbes,  et  les  autres 
limites  de  sommes  que  nous  avons  considérées. 

Occupons-nous  donc  de  ce  problème  unique  d'analyse 
auquel  nous  conduisent  toutes  ces  recherches  de  limites  de 
sommes. 

Considérons  une  fonction  quelconque  de  x,  F(x),  et 
démontrons  d'abord  qu'il  existe  une  limite  déterminée  pour 

la  somme"vF(x)iyr,  lorsque  l'on  prend  successivement 

pour  X  les  valeurs  depuis  une  valeur  xn  jusqu'à  luie  autre 
valeur  X,  en  les  faisant  croître  par  intervalles  égaux  ou 
inégaux,  désignés  par  i^x. 

Il  suffit  pour  cela  de  concevoir  une  courbe  ayant  pour 

équation  y  ^^^ (^)  ;  2^ (^)  ^^  ^^'"^  ^^  somme  de  rec- 
tangles intérieurs  ou  extérieurs,  que  nous  avons  démontrés 
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avoir  pour  limite  l'aire  de  la  courbe  entre  les  ordonnées 
correspondant  aux  abscisses  :ro,  X.  Il  est  donc  certain  que, 

quelque  soit  F(x),  l'expression'Vf  (^)  ^^  ^  ^^^  limite 
déterminée,  indépendante  des  grandeurs  relatives  des  ac-  . 
eroissements  infiniment  petits. 

Nous  représenterons  cette  limite  de  la  n 


el  nous  lui  donnerons  le  nom  d'iTitegrn/e  de  F  (.r)c/x,  entre 
les  limites  Xc,  X. 

Identité  du  problème  des  limites  de  som7nes  avec 
le  problème  inverse  du  Calcul  différentiel. 

3.  Remarquons  maintenant  que  si,  laissant  x^  constant, 
nous  regardons  X  comme  variable,  l'intégrale,  ou  l'aire 
qui  la  représente,  sera  une  fonction  de  cette  valeur  ex- 
trême X,  que  nous  remplacerons  par  la  lettre  x.  Or  il  est 
facile  de  voir  que  la  dérivée  de  cette  fonction  sera  Y{x)\ 
car,  si  l'on  augmente  x  de  Ax,  l'aire  augmentera  d'une 
quantité  dont  le  rapport  avec  le  rectangle  F  [x)  Aa:  a  pour 
limite  l'unité,  quand  Hx  tend  vers  zéro;  la  limite  du  rap- 
port de  l'accroissement  de  l'aire,  ou  de  l'intégrale  à  l'ac- 
croissement de  la  variable  x,  ne  sera  donc  pas  altérée  en 
substituant  F{x)  Ax  à  l'accroissement  exact  de  cette  inté- 
grale, et  par  conséquent  sa  dérivée  sera  F(xj. 
D'où  résulte  cette  proposition  importante  ; 

L'intégrale  j  F(x)dx,  prise  depuis  une  valeur  con- 
stante j.^  jusçu'à  une  -valeur  indéterminée  x,  est  unefohc- 
tion  dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  est  F(x),  ou  dont 
la  différenùelle  est  F{x)  dx. 
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Le  problème  qui  a  pour  objet  la  détermination  «les  liiiiiles 
de  sommes  d'infiniment  petits,  dont  ou  doiinela  forme  géné- 
rale F(x)rf^,  est  donc  renfermé- dans  celui  qui  a  pour  ob- 
jet de  remonter  de  la  dérivée,  ou  do  la  différentielle  d'une 
fonction,  à  cette  fonction.  Ce  dernier  problème  est  l'inverse 
de  celui  du  calcul  des  dérivées  ou  des  différentielles  des 
fonctions  ;  il  est  prouvé  par  ce  qui  précède  qu'il  a  toujours 
une  solution^  puisqu'il  renferme  celle  du  problème  des 
limites  de  sommes,  dont  nous  avons  démontré  l'existence. 

Il  nous  reste  donc  à  chercher  des  règles  générales  pour 
remonter  des  dérivées  aux  fonctions. 

â.  Mais  nous  ferons  d'abord  une  observation  importante. 
Si  l'on  connaît  une  solution  de  cette  question,  c'cst-à-dirc 
une  fonction  ayant  pour  dérivée  la  fonction  donnée,  on  en 
aura  une  plus  générale  en  lui  ajoutant  une  constante  arbi- 
traire, c'est-à-dire  une  quantité  indépendante  de  la  variable 
dont  il  s'agit  ;  car  la  dérivée  ne  sera  pas  changée  par  cette 
addition,  puisque  la  dérivée  d'une  constante  est  nulle. 
Et  il  y  a  plus  :  il  n'existe  pas  d'autres  solutions  que  celles 
que  l'on  obtient  ainsi  ;  car  on  ne  peut  ajouter  à  la  première 
fonction  qu'une  quantité  qui  ne  change  pas  la  dérivée  et, 
par  conséquent,  dont  la  dérivée  soit  nulle  d'elle-même.  Or 
nous  avons  vu  (tome  1'',  n"  70)  qu'il  n'y  avait  qu'une  quan- 
tité indépendante  de  la  variable  qui  pût  avoir  sa  dérivée 
nulle  pour  toute  valeur  de  la  variable  ;  d'où  résulte  cette 
importante  proposition  : 

Lorsque  l'on  aura  trouvé  une  fonction  particulière  de  x 

dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  sera  la  fonction  donnée, 
on  aura  la  fonction  la  plus  générale  qui  satisfasse  à  cette 
même  condition,  en  ajoutant  à  la  première  une  constante 
arbitraire. 

Cette  intégrale  générale  s'écrit  de  l'une  des  deux  ma- 
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nières  suivantes  ; 

j       ¥{3:)d.r-^C,      ou       l'^{x)dr. 

5.  Détermination  de  la  constante.  —  ÏNoiis  avons  dit 

que   la  limite  de   la  somme  ^ï'"!^)  ^""^î   **"   l'inlégralc 

I     F{x)  dx,  était  une  fonction  de  x  ayant  pour  dérivée 

F(x).  Soit  y(x)  une  fonction  particulière  trouvée  par  un 
moyen  quelcontjuo,  et  satisfaisant  à  cette  condition  :  la  fonc- 
tion la  plus  générale  qui  y  satisfera  sera,  par  ce  qui  précède, 

c  désignant  une  constante  arbitraire.   Donc    (      F(a;)(^x 

est  compris  dans  l'expression  générale  <f{x)  -h  c,  et  il  ne 
s'agit  plus  que  de  fixer  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  l'indé- 
terminée c  pour  obtenir  l'intégrale  cbercbée,  qui  est  com- 
plètement déterminée.  Posons  donc 

et  donnons  à  x  une  valeur  particulière  quelconque;  les 
deux  membres  devant  être  toujours  égaux,  on  en  déduira  la 
valeur  de  c,  si  celle  du  premier  membre  est  connue.  La 
plus  simple  de  toutes  les  valeurs  de  a;  à  choisir  est  Xo,  qui 
annule  évidemment  le  premier  membre,  d'après  sa  signiû- 
cation  même,  et  il  en  résultera 

ç(,r,)  +  c  =  o,      d'où      C=--f{^,), 

et  par  suite 
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Cette  formule  exprime  que  l'intégrale  est  l'accrois  semé  lit 
que  prend  une  fonction  ç{x)  ayant  pour  différentielle 
F  (a:)  àx^  lorsque  l'on  passe  de  la  valeur  x^  à  la  valeur  x 
de  la  variable;  et  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  reconnaître  di- 
rectement :  en  effet,  l'accroissement  fini  d'une  fonction  est 
égal  à  la  somme  des  accroissements  infiniment  petits  qu'elle 
prend  successivement,  quand  on  fait  passer  îa  variable  de 
la  première  valeur  à  la  dernière  par  degrés  indéfiniment 
décroissants.  Or  cette  somme  es^  égale  à  la  limite  de  celle 
des  différentielles  de  la  fonction,  qui  ne  diffèrent  des  accrois- 
sements mêmes  que  de  quantités  infiniment  petites  par  rap- 
port à  eux  :  elle  est  donc  égale  à  la  limite  de  'VF{^)rfx. 

D'où  il  suit  que,  pour  connaître  cette  dernière,  il  suffit  de 
chercher  une  fonction  ayant  pour  différentielle  Y{x')dx^ 
ou  pour  dérivée  F{x),  et  de  prendre  l'accroissement  qu'elle 
subit  lorsqu'on  fait  passer  la  variable  Xs,  à  x.  Ce  qui  con- 
duit à  la  formule  précédente, 

6.  Remarque.  —  Toutes  les  fois  que  l'on  a  à  calculer 
une  grandeur,  on  peut  ramener  le  problème  à  la  recherche 
d'une  fonction,  lors  même  que  la  grandeur  serait  bien  déter- 
minée, comme  par  exemple  le  volume  d'une  sphère  dont  le 
rayon  serait  lui  nombre  particulier  ;  et  non-seulement  parce 
qu'on  pourrait  chercher  l'expression  géne'rale  d'une  sphère 
dont  le  rayon  est  indéterminé,  expression  qui  sera  une  fonc- 
tion du  rayon,  dans  laquelle  on  pourra  ensuite  donner  à  ce 
rayon  la  valeur  particulière  en  question;  mais,  en  conser- 
vant toujours  cette  valeur  particulière,  on  peut  chercher 
l'expression  générale  d'une  partie  de  la  sphère,  déterminée 
par  un  plan  perpendiculaire  à  un  certain  diamètre  et  qui 
réponde  à  un  segment  arbitraire  de  ce  diamètre  :  on  a  ainsi 
une  fonction  de  ce  segment  variable,  et  on  aura  le  volume 
de  la  sphère  en  supposant  ce   segment  égal  au  diamètre 
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même.  Ayant  ainsi  ramené  les  problèmes  à  la  rcclierclic 
d'une  fonction,  si  l'on  ne  voit  pas  de  moyen  facile  de  la 
déterminer  elle-même,  on  peut  cherclicr  si  sa  dérivée  se- 
rait plus  facile  à  connaître.  S'il  en  est  ainsi,  le  problème 
est  ramené  à  celui  dont  nous  nous  occupons,  et  qui  a  pour 
objet  de  reoionler  d'une  dérivée  à  la  fonction.  C'est  ainsi 
que  l'on  aurait  pu  "prendre  tous  les  problèmes  des  limites  de 
sommes  que  nous  avons  étudiées  sous  un  autre  point  de  vue, 
qui  était  plus  naturel,  et  devait  se  présenter  le  premier. 
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CHAPITRE  IL 

DIVERSES  MÉTHODES  D'INTÉGRATION. 


7,  Intégration  immédiate.  —  Lorsqu'on  reconnaît  dans 
l'expression  à  intégrer  la  différentielle;  d'une  fonction  con- 
nue, il  suffit  d'ajouter  à  cette  fonction  une  constante  arbi- 
traire pour  avoir  l'intégrale  générale  demandée,  et  il  est 
bon  d'observer  que,  si  l'on  multiplie  une  différentielle  par 
une  constante  quelconque,  l'intégrale  se  trouve  multipliée 
par  le  même  nombre.  Ainsi  d'abord,  en  considérant  les 
différentielles  de  toutes  les  fonctions  simples,  comme  nous 
l'avons  déjà  remarqué  vers  le  commencement  du  Calcul  dif- 
férentiel, on  formera  un  premier  recueil  d'intégrales  indé- 
finies, renfermées  dans  le  tableau  suivant  : 

*■       '  J  m-hl      ' 

da'=aF\adx j  a^dx=:~-\-C,       i  e' di:  =: z," -\- C, 

""            X               .tU  J    3,-         loge 

d&ma:  =:  coixdx 1  cosa;tîc  ■=:  sina:  -H  C, 


/•" 


dx  C    <i^ 

a  X.xaaa:  =  ■ I  ^=  tancic  -\-  C, 

cos'j;  J   cos^ar 

d.i^  C    <ix 

ricota;i= ^-^ I  -^-^  =  — -  cotic -f- C 
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rfarclang.r  ^  ■ — -^ | ~   :-.=  arctang.r  -+-  C, 

—  (fj:                       r    —dx 
d  arc  cot  ,B  :33  ■ -^ I — ^   zr..   arc  cot  a:  -A-  C 

Nous  désignons  ici  par  x  une  variable  quelconque,  qui 
pourrait  être  une  fonction  d'une  autre  variable. 

En  d'autres  termes,  on  peut  remplacer  x  par  une  fonc- 
tion quelconque  ç(x)  dans  toutes  les  formules  précédentes. 
Ainsi,  par  exemple,  la  première  donnera 

j"'[,Ml-J,l.,)_^t^^|''»""+C. 
8.   Il  y  a  une  remarque  à  faire  sur  la  formule 

/""=£^-<=- 

Elle  devient  illusoire  lorsque  Ton  suppose  m-:=  —  î.  Dans 
ce  cas,  la  di0erentielle  est  — ;  et  son  intégrale  licH~C 
n'étant  plus  algébrique  ne  saurait  en  effet  être  fournie  par 

l'expression  algébrique ■+•  C. 

Néanmoins,  comme  la  formule  est  exacte,  quelque  près 
que  7»  soit  de  ~  i ,  on  peut  en  déduire  l'expression  qui  doit 
la  remplacer  dans  ce  cas  particulier,  en  faisant  converger  m 
vers  la  limite  — -i,  et  cboisissant  la  constante  arbitraire 
de  manière  que  le  résultat  tende  vers  une  limite  finie.  Il 
suffira,  pour  cela,  de  mettre  le  second  membre  sous  la  forme 

h  (ji,  et  la  prenuere  partie  se  présentera  sous 
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la  forme  -  pour  m=:^i,  Ci  étant  une  constante  arbi- 
traire ;  on  aura  ainsi  constamment 

/  sfdx=:- — ""■■  ■  H-  Cl. 

La  première  partie,  qui  devient  -  quand  on  fait  m  :=  —  i , 

a  une  limite  détenninée.  égale  à  \x  —la-,   et  si  l'on  S'ait 
Cl  —  la  =■-  C,  C  restant  arbitraire,  on  aura 

ce  qui  s'accorde  avec  la  troisième  formule  du  tableau  pré- 
cédent. 

9.  Intégration  par  décomposition.  —  La  dîilërentielle 
d'une  somme  de  fonctions  étant  la  somme  des  différentielles 
de  ces  fonctions,  il  s'ensuit  qu'on  aura  l'intégrale  générale 
d'une  somme  de  différentielles  en  faisant  la  somme  de  leurs 
intégrales  et  y  ajoutant  une  constante  arbitraire ,  si  l'on 
n'en  a  déjà  ajouté  dans  les  intégrations  partielles. 

On  pourra  donc  intégrer  une  expression  différentielle 
si  l'on  peut  la  décomposer  en  plusieurs  autres  dont  on  con- 
naisse les  intégrales.  Quelquefois  la  décomposition  n'est 
employée  que  pour  ramener  à  des  expressions  plus  simples, 
que  l'on  cherche  ensuite  à  intégrer  par  d'autres  procédés. 

Le  nombre  des  parties  dans  lesquelles  on  décompose  la 
fonction  donnée  peut  être  infini  ;  c'est  ce  qui  arrive  quand 
on  la  développe  en  série  :  dans  ce  cas  il  faudra  toujours 
faire  la  somme  des  intégrales  des  différents  ternies  ;  mais  il 
y  a  quelques  précautions  à  prendre  relativement  à  la  con- 
vergence des  séries,  et  nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce 
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10.  Intégration  par  substitution.  —  Si  l'on  a  à  intégrer 
F(a;}rf:c,  et  que  l'on  pose  j;  =  <p(z),  d'où  dx=  (f'(z)dz, 
l'expression  donnée  devient  F[(f  (s)]cp'(z)tîz,  et  la  limite 
■(le  la  somme  des  valeurs  de  celle-ei  sera  la  même  que  la 
limite  de  la  somme  des  valeurs  de  F(x)dx,  pourvu  qne  les 
valeurs  extrêmes  se  correspondent  dans  ces  deux  sommes. 
Donc  on  aura 

J''F(iHi^j"'r[,(,)],/(.)&, 

pourvu  que  z<,  et  z^  soient  déterminés  par  les  équations 

On  conclut  de  là  que  l'intégrale  indéfinie  /     F{x)dx-hC 
peut  être  remplacée  par 


i: 


P[?(^)]î'(^)*--c. 


On  peut  encore  s'en  assurer  en  observant  que  la  fonction 
dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  est  F(x)  doit  avoir  pour 
dérivée  par  rapport  à  z 

FWt'W,     ou     F[,(.)],'(ï). 


La  question  est  donc  ramenée  à  trouver  une  fonction  dont 
la  dérivée  par  rapport  àz  soit  la  fonction  F  [fj (s)] 9' (z)- 

La  relation  a;  =^<f(z)  étant  arbitraire,  on  parvient  sou- 
vent à  la  déterminer  de  manière  à  rendre  la  seconde  inté- 
gration plus  simple  que  la  première. 

Ainsi,  par  exemple,  I  F(^ -h  <ï)rfx  devient,  en  po- 
sant x-h  u  =  j. 


yGoosle 
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ou,  en  changeant  la  icttrt!  j-  en  x, 

on  a  donc 

r     V{.T^-a)dx=.Ç  Y{x)dx. 

Si,  dans  l'intégrale    I  -^^ — -■5   on  pose   x  --=  «y,   d'où 
dx  =  ndj,  on  a 

C     d.T,  1     r    dy  1  1  .r 

intenant 


Soit  maintenant 


■  r-^^=  =    fdj  r-,-  J-  -K  C  =  v/-^T^  -h  C. 

Voici  encore  qneltfues  exemples  : 
j  CV{e^)d.r,     e'-:y,     c'd.-i:---dj,     j  e^F{e^}d^=  jr{y)dx, 
Jco^^¥{%inx)d^,    sin^  =  j,    Jcos^F(sin^)rf,r  =  fF^-)'//, 

'l'î.   Intégration  par  parties.  —  La  formule 

di„v]   _  ,l«  du 
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i4 
donne 


/"*■="-/"" 


elarechercliederîiitégralc  I  nd^ h cclie  de  I  i-du. 

Or  on  peut  souvent  décomposer  la  fonction  F(x),  qui  se 
trouve  sous  le  signe  d'intégration,  en  deux  facteurs  tels, 
que  l'un  soit  une  différentielle  connue,  et  que  l'intégrale 
à  laquelle  on  est  conduit  par  ce  procédé  soit  plus  simple 
que  la  première.  Cette  méthode  s'appelle  intégration  par 

parties.    Sojt,   par    exemple,    j  .vcosxdx;    on    prendra 

cosxdx  pour  la  différentielle  rfc,  et  x  remplacera  «;  on 
aui'a  donc 

I    j:"' C0S3:dx  ^  3:"'sixix  —  m    i    ,x"'~'&m;i!:dr. 

Cette  dernière  se  ramènera  de  même  à  une  autre  où 
l'exposant  de  x  sera  m  — ■  2,  et  ainsi  de  suite  ;  on  finira 

donc  par  arriver  à    I  sinxdx  ou    /  cosxdx,  suivant  que 

m  sera  impair  ou  pair. 

Nous  allons  appliquer  ces  différentes  méthodes  au  petit 
nombre  de  fonctions  qui  peuvent  être  intégrées  générale- 
ment. 


H- Ci 
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I.NTÉGBA'nON  DES  FONCTIONS  ALGÈBliiQUES  RATIONNELLES. 


12.  Toute  fonction  rationnelle  de  x  peut  être  considé- 
!   composée  d'unie   partie  entière  et  d'une  foiti:- 


tion  ■  j'j)  dans  lafjuelle  F(x)  sera  d'un  degré  inférieur  ù 

/w- 

La  décomposition  de  la  fraction  — y— r ,  d  après  les  pro- 
cédés qui  ont  été  exposés  précédemaicnt  (tome  P'",  Note  II), 
conduira  à  l'intégration  d'expressions  ayant  rcspcctivemciit 
l'une  des  formes  suivantes  : 

Arf^  Ad.T  (Ax-h'Ë)dx  (A.E-f-BlitK 

Examinons-les  successivement. 

i"  La  première  donne  immédiatement 

2"  On  trouvera,  pour  la  seconde, 

-1-C. 


f     Alix 


!,  on  la  décomposera  comme  il  suit  : 

—  a]d-i:  (Aa  4~  Blf/.r 
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La  première  de  ces  deux  nouvelles  fractions,  ayant  pour 
numérateur  le  produit  de  A  par  la  moitié  de  la  différentielle 
du  dénominateur,  est  la  différentielle  de 


Pour  intégrer  la  seconde,  on  posera 

x~a--=--  Ss,      d'où     dje  =  Sffj, 

et  elle  devient 

A«  H-B      '.h 

ce  qui  est  la  différentielle  de 

— ^— nrctang.; 
donc 

J  (.r— «)'+6      1  se 

4"  Quant  à  la  dernière  expression 

on  ia  décomposera  ainsi  : 

k{x~-.y-)d.r  (Aa  -i-Ji)dx 


La  première  parlie  est  la  d.ilférenticlle  de 
—  A 


Pour  intégrer  ia  seconde  partie -j ^ — — |,  on  posera 
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Aa  +  B  dz 


,  et  elle  deviend.a         _^     j 


V  on  a  identitjuement 


donc 

r    dz     _  r      dz  r    z'dz 

Mais  l'iiitcgraiiou  par  parties  donnera 
substituant  dans  la  précédente,  il  vient 

r     dz     _  ?.n  — 3  r      dz 

L'intégration  étant  ramenée  à  une  autre  semblable,  mais 
dans  laquelle  l'exposant  de  z^-\-i  est  diminué  d'une  unité, 
on  pafviendra,  par  une   suite  de  réductions  analogues,  à 

l'iiitégrale  de  -^  "     ;  qui  est  «rctarags.  On  obtiendra  ainsi 

la  formule  suivante  : 

„.    ,,  ....  -  Aa  +  E 

Si  )  on  multiplie  cette  expression  par  —    —  ^-  - 1    et  qu  on 

remplace  s  par  ' — - — i  nu  aura  l'intégrale  indéiinie  de 

(Aa  +  B)>?.r 

Calcul  inf.D.—  ïi.  S 
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on  connaîtra,  par  conséquent,  celle  de  la  fonction  pronostic 

(A.r-4-B)f/r 

Ainsi,  au  moyen  des  méthodes  qui  viennent  d'être  expo- 
sées, on  pourra  intégrer  toute  expression  algébrique  ration- 
nelle. 

Intégration  des  fonctions  algébriques  irrationnelles. 

13.  Radicaux  du  second  degré.  —  Il  n'y  a  qu'un  très- 
petit  nombre  de  fonctions  iri'atiomielles  que  l'on  sache 
intégrer  sous  forme  finie.  Wons  allons  examiner  celles 
dont  l'intégration  peut  s  effectuer  avec  une  certaine  géné- 

Noiis  commencerons  par  les  fonctions  où  la  seule  quai\- 
tité  irrationnelle  est  un  radical  du  second  degré,  sous  le- 
quel se  trouve  un  polynâne  du  second  degré  :  du  reste,  ce 
radical  peut  être  combiné  algébriquement  avec  a:,-  d'une 
manière  quelconque. 

Comme  on  peut  faire  passer  hors  du  radical  le  coefiicient 
du  terme  qui  renferme  œ",  nous  pouvons  représenter  la  dif- 
férentielle proposée  par 


Pour  intégrer  celte  expression,  il  suffira  de  remplacer  x 
par  une  fonction  d'une  autre  variable  telle,  que  les  quan- 
tités X,  dx  et  \ja  -h  èx  ±  x'  soient  rationnelles  ;  car  ou 
retombera  dans  la  théorie  précédente,  qui  donnera  tou- 
jours le  moyen  d'effectuer  l'intégration. 

I**  Supposons  que  x*  ait  le  signe  4-  sous  le  radical.  On 
pourra  poser 
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6rf.c  = 

■.lid.r.^ 

2.X,lz  ■ 

+-2! 

■.dz. 

dx  = 

±{7?- 

-bz^ 

■a] 

{b 

—  Zz) 

2'—    hz 

-i-a 

La  différentielle  proposée  devient  donc  rationnelle  par  cette 
transformation.  On  aurait  encore  pu  poser 


en  résulterait 

bA-x^rîz\ja  -h  a;3=,      ila:  ttt.  zdz  \Ja -h  z'dx  -I-  2Xzdz, 


V/«H 


La  différentielle  proposée  devient  donc  encore  rationnelle  ; 
mais  cette  transformation  atu'ait  l'inconvénient  d'intro- 
duire des  imaginaires  si  a  était  négatif. 

On  peut  encore  employer  une  troisième  transformation 
quand  les  racines  du  trinôme  a  -^hx  -^  œ^  sont  réelles  ;  ce 
qui  aura  toujours  Heu  dans  le  cas  où  la  transformation  pré- 
cédente ne  peut  se  faire  en  quantités  réelles. 

Soit 

a  et  ê  étant  réels;  posons 
on  en  tirera 


■-<-' 

i:.^»--^  («-.)>, 

-.); 

;=,      dx=^i'rfx^2{x~a)t(il, 

"^ 
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■i.°  Dans  le  cas  où  x*  serait  affecté  du  signe  —  sous 
le  radical,  on  ne  pourrait  employer  la  première  do  ces 
.trois  transformations.  On  pourrait  employer  la  seconde  si 
a  était  positif.  Enfin,  si  a  était  négatif,  les  racines  du  tri- 
nôme a-\-  bx  -—x^  seraient  réelles,  sans  quoi  le  radical 
^'a  -{-  bx  —  x*  serait  toujours  imaginaire  ;  alor  son  emploie- 
rait la  troisième  transformation,  qui  n'exige  que  la  réalité 
des  racines  du  trinôme. 

On  pourrait  encore  rendre  rationnelle  une  fonction  algé- 
brique qui  renfermerait  deux  radicaux  de  la  forme 

\/«H-jr,      sj'b  +  .c; 

pour  cela  on  poserait 

.  d'où 

ar  1=  a'  —  a,     dx=:  izdz,      ^b  -\-  x=:  ^a'+  b  ~~  a. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  fonction  diiîërentielle  don- 
née, elle  ne  renfermera  qu'un  seul  radical  du  second  degré, 
qui  affectera  une  expression  du  second  degré  en  z.  On 
retombe  ainsi  dans  le  cas  précédent. 

14.  Appliquons  ces  transformations  k  quelques  cas  par- 
ticuliers . 


Soit 


posant 

on  en  déduit 


tia  +  1,1  +  x 


y  Google 


Dans  le  cas  où  l'on  aniait  è  ^=  o,  on  trouverait 
i5.  Considérons  maintenant 


Sja-i-b 

3;-^" 

et  posons 

d'où 

■'-^fa-^-^z. 

Jone 

Ar                    idz 

v;+«      .+^- 

r         '''        -      r.      „ 

iTctaiifjï 

}^.. +  ,.-.•'-" 

-tC  —  2i 

^/«  +  &^  —  .^=  _  ^/^ 

Si  les  racines  du  trinôme 

a-hbx  —  x^  sont  réelles, 

pcnt  employer  la  troisième  transformation  et  poser 

\ja  -^bx  —  . 

ï==:(3:—  a);, 

en  supposant 

x'~b.v—a- 

-(a;  — aj[j:-  6). 

On  aura  d'abord 

e---(---)-%    - 

rf^(l+z')  =  2[.ï-«)7.Z., 

dx 

idz 

[^  -  k)^ 

^          H-  z*  ' 
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donc 

" 

j,&TÎ?^x-     -               "V  - 

-a 

-<^—4^^^*S 

2X—  ft 

Dans  le  cas  particulier  où   &:=o,  fl^^^i,  cette  dernière 

lormule  donne 

/^— " 

L'autre  transformation  donnerait,  dans  ce  cas, 

r     dx           ^                       i/'--''^— I 

JV'-^' 

—  C  —  arctaug  — JH^  =  C  4-  a 

Lrcsîna:, 

résultat  identique  au  précédent. 

16.  On  a  souvent  à  intégrer  des  expression: 

S  de  la  forme 

suivante  : 

y/a  -h  i.ï  ~  .c' 

On  introduit  alors  au  numérateur  la  différentielle  de  la 
quantité  soumise  au  radical,  et  l'on  décompose  celte  dîtlé- 
rentielle  dans  les  deux  suivantes  : 

fja  H-  bx  —  X''        ija  -\-  hx  —  x' 
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La  première  a  pour  intégrale  —ccija-h  bx- — x- ,   et  la 
seconde  rentre  dans  le  cas  précédent. 

■17.   La  différentielle -— - — ^-  peut  être  intégrée 

d'une  manière  plus  simple  que  par  les  transformations 
que  nous  venons  d'effectuer,  en  la  ramenant  à  la  forme 

— — - — >  expression  qui  a  pour  intégrale  arcsins.  En  effet, 
v/i  — z' 


\/î 


-    ^^«^(. 


ly^: 


vf 


v/«^ 


^h' 


18.    Fonctions  de   monômes  irrationnels.    -—    Si  Von 
.    une    fonction     algébrique    rationnelle     des     quantités 

■:" ,  x~',. ..,  x' ,  il  est  facile  de  la  rendre  rationnelle,  en 
itême  temps  que  dx-,  il  suffira  de  poser  x  :=  g-i---'  ■_  on 
;ura  alors  dx  =:  nq. .  .sz"''---'~' dz,  et  tous  les  monômes 

c"  .. . .,  xr"'  seront  rationnels  en  z. 
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DIFFÈIIENTIELLES  BINOMES. 


19.  On  désigne  sous  ce  nom  les  expressions  de  la  forme 

On  peut  toujours  supposer  m  et  w  entiers;  car,  s'ils 
étaient  i'ractionnaires,  la  transformation  indiquée  dans  le 
numéro  précédent  ramènerait  à  une  expression  semblable, 
où  les  exposants  de  la  variable  seraient  entiers.  L'exposant 
p  est  supposé  fractionnaire  ;  car  s'il  était  entier,  positif 
ou  négatif,  l'expression  proposée  serait  rationnelle.  Les 
signes  de  ces  trois  exposants  sont  arbitraires  ;  mais  on  peuC 
toujours  supposer  it  positif  :  en  eifet,  s'il  était  négatif,  on 
pourrait  multiplier  le  binôme  a  -t-  èx"  par  x~"  et  ajouter 
np  à  l'exposant  de  x"",  qui  pourrait  alors  devenir  fraction- 
naire, mais  que  l'on  rendrait  entier  par  la  transformation 
déjà  indiquée.  On  peut  donc  toujours  supposer  m  et  « 
entiers  et  n  positif. 

Nous  emploierons  d'abord  la  méthode  de  substitution, 
et  nous  poserons  a  -\-  hx"  =  z,  d'où 


et,  par  suite, 

Donc,  si  — est  uu  nombre  entier  positif  ou  négatif, 
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l'expression  en  z  n'aura  plus  d'irrationnel  que  le  mo- 
nôme ^''j  et  on  la  rendra  rationnelle  par  le  procédé  in- 
diqué dans  le  numéro  précédent.   Si,  par  exemple,  on  a 

^  =  -ï  on  posera  z  t^  C,  ce  qui  revient  à  faire  d'abord 
a  -H  bx"  :i^  V. 

L'intégrabilité  de  la  différentielle  proposée  est  donc  assu- 
rée quand  — —  est  un  nombre  entier,  quelles  que  soient 
d'ailleurs  les  deux  quantités  to  etw. 

20.  Oh  peut  arriver  à  un  autre  cas  d'intégrabilité  on 
mettant  la  différentielle  donnée  sous  la  forme 


En  effet,  si   l'on   applique  la   condition  qui    vient    d'être 

trouvée  en  général,  on  trouve  qu'on  pourra  l'intégrer  si 

m-^np-V-i  ,  .  ,  m  4-1 
est  un  nombre  entier,  ou  si  - — —  -f-  p  est  en- 


tier; condition  qui  pourra  quelquefois  être  remplie  quand 
îa  première  ne  le  sera  pas. 

21.  On  peut  appliquer  l'intégration  par  parties  à  la 
même  différentielle  x'"[a-\- bx"Ydx^  en  considérant 
x"~'  [a  ■+-  hx^ydx  comme  une  différentielle  exacte,  dont 

l'intégrale  est 


Oïl  obtiendra  ainsi 
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Mais 

donc,  en  substituant,  on  aura 


/ 


.*-(„  + s.,.)«.  =  ^    „i(p+., 


Si  l'on  réduit  le  dernier  terme  de  cette  équation  avec  l'ex- 
pression semblable  qui  se  trouve  dans  le  premier  membre, 
on  obtiendra  ta  formule 


\.h' 


.r^-"+i(<ï  -1-  brJ')P-^'' 


On.  est  ainsi  ramené  à  intégrer  une  différentielle  du  même 
genre  que  la  première,  et  qui  n'en  diffère  qu'en  ce  que  l'ex- 
posant nt  est  cliangé  sum  —  n. 

1°  Supposons  que  m  soit  positif  et  plus  grand  que  n.  Eu 
traitant  cette  nouvelle  différentielle  de  la  même  manière 
que  la  précédente,  on  diminuera  encore  de  n  l'exposant 
de  X  et,  en  continuant  ainsi,  on  sera  ramené,  après  un  nom- 
bre/r  d'intégrations,  àla  différentielle  x'"~'"(«  H- &x'')Pf/a:; 
et  l'on  effectuerait  immédiatement  l'intégration  si  l'on  avait 


Ce  procédé  conduira  donc  à  l'intégrale  clierclice  toutes  les 
fois  que  m-i-  i  sera  divisible  par  n.  C'est  le  premier  cas 
d'intégrabilité  que  nous  avions  reconnu. 

2"  Si  m  était  négatif,  la  formule  (i)  ramènerait  la  dif- 
i'érentielle  proposée  à  une  autre  moins  simple,  puisque  l'ex- 
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posant  du  i'acteur  monôme  y  aurait  une  valeur  numérique- 
ment plus  grande.  Mais  si  l'on  tire  de  cette  même  équation 
la  valeur  de  la  seconde  intégrale  en  fonction  de  la  première, 
on  aura  une  formule  qui,  dans  le  cas  de  l'exposant  négatif, 
ramènera  l'intégration  proposée  à  une  plus  simple.  Si  en 
même  temps  on  change  m  —  n  en  —  /«,  on  aura  la  formule 
suivante  ; 


If 


Au  moyen  de  celte  formule  on  abaissera  l'exposant — m, 
puisqu'on  le  ramène  à  ^  nH-  re,  et  que  n  peut  toujours 
être  supposé  positif.  En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à 
l'exposant  —  m  +  Aw  ;  et  l'on  pourra  intégrer  si  l'on  a 

Cette  condition  ramène  encore  au  premier  cas  d'intégra- 

Lorsque  la  dilFérentielle  ne  rentre  pas  dans  ce  cas,  les 
formules  (i)  et  (2)  ramènent  toujours  l'exposant  ma  une 
valeur  positive  plus  petite  que  n. 

Les  formules  (i)  et  (2)  ne  peuvent  être  employées,  la 
première  lorsque  l'on  a  fK  -f-  np  -h  i  =  o,  la  seconde  lors- 
que m  =  I,  parce  qu'alors  l'intégrale  cliercliée  disparait,  et 
l'équation  qui  subsiste  ne  peut  plus,  par  conséquent,  en 
donner  la  valeur.  Mais,  dans  chacun  de  ces  cas,  l'une  des 
conditions  d'intégrabilité  est  satisfaite,  et  la  différentielle 
devient  rationnelle  par  la  substitution  que  nous  avons  taite 
en  premier  lieu. 

dont  nous  avons  fait  usage  de  l'intégra- 
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tion  par  parties  avait  pour  objet  de  réduire  l'exposant  de  x 
en  dehors  de  la  parenthèse,  mais  on  pourrait  la  diriger  de 
manière  à  réduire  l'exposant  du  hinôme  (a  -i-  bx") . 

En  effet,   si  l'on  considère  x^dx  comme  différentielle, 
on  trouvera 


>:"]P<l.v=. 


^"-'{a 


npb  y' 


■"{a-^b.T"]P~'cIx. 


Dans  cette  dernière  intégrale  on  peut  abaisser  l'exposant 
m-^-n    sans    changer  l'exposant    p  —  i,    par    le  procédé 

employé  dans  le  n"  21,  et  l'on  obtiendra  ainsi 


I    +     '"'■       r..-(-  +  i^-y-v.,. 


^Ïtt/-'- 


Cette  formule  deviendrait  illusoire  dans  le  cas  déjà 
miné,  où  l'on  aurait 


En  appliquant  le  même  calcul  à  la  différentielle 

on  abaissera  d'autant  d'unités  que  l'on  voudra  l'exposant 
de  (a  ■+•  bx"),  dans  le  cas  oùp  sera  positif,  et  l'on  parvien- 
dra à  un  exposant  compris  entre  o  et  i .  Celui  du  facteur  x"" 
est  resté  le  même  ;  mais  on  pourra  le  réduire  ensuite  comme 
on  l'a  indiqué  précédemment  :  et  si  la  différentielle  ne  de- 
vient pas  intégrable,  elle  sera  du  moins  simplifiée  le  plus 
possible. 

Si  p  est  négatif,  on  tirera  de  l'équation  (3)  la  valeur  de 
la  dernière  intégrale,  qui  se  trouvera  ramenée  à  une  plus 
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simple.  Changeant  p  eu  — p,  pour  expliciter  son  s 
puis  mettant  p  au  lieu  dap-i-  i,  on  obtient 


l/"- 


Cette  formule  ne  deviendra  illusoire  que  dans  le  cas  où 
p  =  \.  Mais  alors  la  différentielle  proposée  est  rationnelle 
à  moins  que  m  ne  soit  fractionnaire  ;  et,  dans  ce  cas,  on 
emploierait  une  transformation  déjà  indiquée. 

Au  moyen  de  la  formule  (4),  l'exposant  négatif  — p 
peut  être  successivement  augmenté  d  autant  d'unités  que 
l'on  voudra,  et  sera  ramené  à  être  compris  entre  o  el  -H  i . 
On  pourra  ensuite  réduire  l'exposant  de  x'"  sans  clianger 
celui  qui  affectera  le  binôme  [a-y-bx"). 

23.  Prenons    d'abord    pour    exemple    la    différentielle 

.1  dans  laquelle  m  désigne  un  nontbre  entier  positit. 
\/l  -  X- 
Elle  est  toujours  inlégrablci  car  on  a 


Donc  si  — — —  n'est  pas  eittier, h  p  le   sera.  Si  on 

lui  applique  la  formule  (i),  ou  si  on  l'intègre  direclonienl. 
par  parties,  ou  trouvera 

L'exposant  m  étant  ainsi  abaissé  de  deux  unités,  on 
arrivera,  en  continuant  d'appliquer  le  même  procédé,  à 
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que  m  sera  impair  ou  pair;  la  première  a  pour  intégrale 
—  ^ I  — .  X  -,  et  la  seconde  arc  sinx. 

On  parvient  ainsi  à  la  formule  suivante,  dans  le  cas  de 
m  impair, 

On  trouverait,  dans  le  cas  de  m  pair. 


j^Tizï     '  "   r""' 


-3).. .3.1 


-3). ..31 


„(„-2)(m-4).. 


Si  l'on  supposait  l'exposant  négatif  et  représenté  par 
la  formule  de  réduction  serait  la  suivante  ; 


■'"-''■-  _   ■'—</'■ 


^/^ 


,]  eas  où  elle  ne  puisse  être  appliquée  est  celui  c 
;  il  s'agit  alors  d'intégrer — — "  On  pourra  en 


ployer  pour  cela  la  transformation  relative  aux  radicaux  du 

second  degré,  et  poser 


D.rfs 


J;^— (^-^)^ 
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On  serait  arrivé  plus  simplement  au  même  résultat  en  po- 

I               .           .      ,         .    —'i^ 
sant  X  =  -iCe  qui  aurait  donne     >  que  nous  avons 

intégré  précédemment. 

La  différentielle  —■-'■'■       s'intégrera  de  même  en  posant 


X  =^--  Elle  devient 

-'h       ^^     ^arccoss- 

donc 

r     rfj:      _  1 

On  traitera  de  la  même  manière  la  différentielle 
et  l'on  trouvei-a 

C_àx 


i^±if!±:^+c; 


on  y  ramènera  la  suivante  —  ^=h  a'±  x^  en  multipliant  et 
divisant  par  le  radical;  on  trouvera  ainsi 


T5  =  »/?5 


,„+yig 


=  (/?: 


24.  Considérons  encore  la  différentielle  bin 


qui  se  rencontre  dans  le  calcul  des  oscillations  du  pendule. 
On  a  identiquement 
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mais,  en  întogrant  par  parties, 


/ 


.«(,--li>  /■        


substituant  dans  la  première  éguation  et  réduisant,  il  vient 

L'exposant  m  étant  abaissé  d'une  unité,  si  l'on  applique  le 

même  procédé  à  la  nouvelle  différentielle  et  aux  suivantes, 

ou  parviendra  enfin  à   /    ,    ■  On  obtiendra  celte  der- 

nière  en  observant  que 


1    ■ =  arc  cos  — _  -i-  C. 


v/«^~ 


8i  m  était  négatif,  la  formule  ci-dessus,  résolue  par  l'appoi't 
à  l'intégrale  qui  est  dans  le  second  membre,  servirait  de 
môme  à  rabaissement  de  l'exposant  jusqu'à  zéro. 
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CHAPITRE  Y. 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  EXPONENTIELLES, 

LOGARITHMIQUES  ET  CIRCULAIRES. 


25.  Si  l'on  sail  intégrer  la  différentielle  F{x]dx,  on 
saura  aussi  intégrer  les  suivantes,  par  une  simple  substi- 
tution ; 

^{e')c^dx,     F{U)  ~,     F(sin.7:}c(.sarrf.c, 

F(cos^)sin:ï,/^,     F(arcsin,r)-.±=, 

\l  1  —  .T' 

On  voit  de  même  que,  si  F  désigne  une  fonction  algébrique, 
on  rendra  algébriques  les  dill'éreiilielles 

F(e')dz,     F(siïi.E,  eos-r)(/.ï:, 
F(5ina',  sin2.E,...,  cos^,  cosa:^,.  .  .)rf.r, 

en  posant  respectivement 


26.  Soit  maintenant  la  différentielle  Vz"dx,  dans  la- 
quelle z  désigne  une  fonction  transcendante. 
Si  l'on  pose 

Jprf,  =  «,    /Q£^.  =  a,    /ii|^..=  s,.., 

et  que   l'on   puisse  obtenir    les    fonctions   désignées   par 
Q,    R,    S,...,    l'intégration    par   parties    fera    connaître 

Caic.  inf.D.~  11.  3 
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JPz"dx.  Enellet,  on  aura 

et  ainsi  de  suite;  donc 

Ç-Pz"dx  =  Qï"  ~  «Us"-'  4-  «(«  —  1)8^-^-^  —  .. . . 

27.   Si  l'on  suppose  P .— i  et  que  l'on  fasse  successive- 
ment z  =  Ix,  z  =  arc  sinx,  on  trouvera 

/l             arcsino:        (arcsinarV  I 

(■avcsin.r)''rfj-  =  1  '        '     , li  I  (arcsin^)"  + 

L  (arcsin,r)>  J 

Si  l'on  suppose  P  =  x"'~'  et  2  ^^  1  x,  on  aura 

Si,  dans  la  première  et  la  dernière  de  ces  trois  formules, 
on  pose  Ix  =  s,  elles  deviennent,  en  remplaçant  m  par  a. 

n._;..-,  +  î(î=il,-._...l 


y  Google 


DES    LIMITES    1 

SI,  dans  la  seconde,  on  pose  arc  sinâ:  =^  z,  d'où 
elle  devient 

I  a''coss(?Ë=:smE[3" —  n{n  ■--  i)s—'-]-. . .] 

+  cos.[«^-'-^(«-r)(,.-3)^'-'  +  ...]  +  G. 
On  -peut  d'ailleurs  obtenir  directement  ces  trois  dernières 
formules,  et  en  déduire  réciproquement  les  trois  premières, 
28.  Les  deux  intégrales /e"^cos&a;t/j;  et/e'"5;n?)xrfx 
peuvent  se  déterminer  à  la  fois,  au  moyen  de  l'intégi'atjon 
par  parties.  En  effet,  on  trouve  immédiatement 

C  ,     ,         e"cos&a^       b   C        .    ,  ' 

i  e°'sin&.j^rfj^  =  -^ — '' — — l  e=^cosèj.i-Zr. 

De  ces  deux  équations  on  tire,  pour  ces  intégrales,  les  va- 
leurs suivantes  : 


3S&.rJ^=  - 


29.  Oïl  pourra  encore  déterminer  les  intégrales 

/  ce" e" cas b,i:tl.r:,        j    x-C'^énh.rdx, 

en  ahaissant  successivement  l'exposant  de  x  ;  mais  le  calcul 
sera  simplifié  au  moyen  do  la  formule  ci-dessus,  qui  donne 
Ja  valeur  de  J'z"e°'dz,  dans  laquelle  on  remplacera  a  par 
a  -t-  b  J —  I .  Elle  devient  alors,  en  substituant  a;  à  s, 

I   s:"e'"(cosbx  -H  sj~i  sin?J,K)i7jr 

^ c°'(cos&x+v/^sin6:^)  r  ,,  _       ".^"-■__  ■^|_     ^ "("-!) ■■■^zL'\^c 
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Si  l'on  égale  les  parties  réelles  des  deux  membres,  ainsi 
que  les  parties  imaginaires,  on  aura  les  valeurs  des  deux  in- 
tégrales cherchées. 

îiO.    Considérons  maintenant  les   diiVérentielles   de  la 
forme 


Si  l'on  pose  sinx  --  z,  d'où  cosxdx  -~  (Iz,  on  obtient 

Elle  rentre  ainsi  dans  les  différentielles  binômes,  et  sera 

intégrable  lorsque —  sera  entier,  c'est-à-dire  lorsque 

m  sera  un  nombre  entier  impair,  ou  lorsque  n  sera  un 
nombre  entier  impair,  ou  lorsque  m  -{-  n  sera  un  nombre 
entier  pair.  On  aurait  pu  poser  oos.r  ■=  z,  et  la  différen- 
tielle serait  devenue 

d'où  l'on  aurait  tiré  les  mêmes  conséquences. 

31.  Au  lieu  d'employer  ces  transformations,  on  peut 
traiter  directement  la  différentielle  proposée,  au  moyen  de 
l'intégration  par  parties.  On  trouvera  ainsi 


)]•».. 


sin"'"''' J^  cos^-'a^       Il  —  r     Ç  ,. 


|',m-«^ m-'xd.,  =  J (lin-^ cos--x)  (.  -  cos 
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substituant  et  réduisani,  îl  vient 


(a)      j   ûWxcdi'xdx^^ h- (  Sin'"xco^"-''xdx. 

Donc,  si  n  est  positif ,  cette  formule  l'abaisse  de  deux  unités, 
sans  changer  m  ;  excepté  toutefois  le  cas  où  m  +  n  =^  o,  que 
nous  examinerons  plus  tard. 

En  supposant  que  ce  cas  ne  se  présente  pas  jusqu'à  la  fin 
du  calcul,  et  en  continuant  de  diminuer  l'exposant  de  cosx. 
on  le  ramènera  à  o,  ou  i  s'il  est  entier. 


32.  En  dirigeant  autrement  l'intégration  par  parties,  on 
abaissera  successivement  l'exposant  de  sinar.  En  eifet,  on  a 

(3)     Uw'.T^iioH'xda:—- -H (  sin'"-'3:co5"-<-'j-rf.i; 

or 

l  sin"-'x cos"+=.r(f3;  =  Msin^-'^cos^a-)!!  —  ûa'^yjx 

t=--  I   sin'^'j:  cos°,5:iJj: —   i  sm'"j^cos''.ï(Jx. 

Substituant  dans  la  précédente  et  réduisant,  il  vient 

Si  donc  on  accepte  encore  le  cas  de  m-+-7i  =  o,  on  abais- 
sera l'exposant  de  sinx  d'un  nombre  pair  quelconque,  et, 
s'il  est  entier,  on  parviendra  à  le  réduire  à  zéro  ou  à  l'unité, 
sans  que  l'exposant  de  cos.r  ait  cbangé.  S'ils  sont  tous  deux 
entiers  et  positifs,  on  les  réduira  successivement  1  un  et 
l'autre,  autant  que  possible,  sans  les  rendre  négatifs,  et  11 
restera  à  intégrer  une  des  expressions  s 

I  (te,       J   cos.T-rfx,      I  sma:dx,       \   ûi 
que  nous  considérerons  tout  à  l'iieiu'e. 
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33.  Supposons  maititeuant  que,  m,  étant  positif,  n  soît 
négatif  et  remplacé  par  — n-,  la  formule  (2)  donnera 


L'exposant  de  cosx  se  trouvant  élevé  de  deux  unités,  on 
tirera  la  valeur  de  l'intégrale  qui  est  dans  le  second  mem- 
bre, et  l'on  trouvera,  en  changeant  n  -f~  2  en.  k, 

Cette  formule  ne  peut  être  appliquée  dans  le  cas  de  k  :=  i . 
Si  en  même  temps  m  est  entier,  on  l'abaissera  au  moyen  de 
la  formule  (4),  et  l'on  parviendra  à 

J    COS^  J    WAX 

expressions  qvie  nous  intégrerons  tout  à  l'heure. 

34.   Si,  au  contraire,  n  est  positif  et  m  négatif,  rcuipSa- 
çons-le  par  —  m  dans  la  formule  (4),  elle  devient 

L'exposant  de  sinx  étant  augmenté  de  deux  unités,  011 
tirera  la  valeur  de  l'intégrale  du  second  membre,  et  l'on 
aura,  en  remplaçant  tti  H-  a  par  n;, 

Cette  formule  ne  peut  être  appliquée  si  m.=  1  ;  mais  alors, 
en  abaissant  l'exposant  de  cosx,  on  arrivera,  s'il  est  entier, 

a  1  une  des  expressions  I  -: —  dx  ou  I  —. — ■ 

33.  Supposons  enfin  que  m  eln  soient  négatifs  tous  les 
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doux,  et  remplaçons-les  par  —  m  et  — «.  La  formule  (2 
deviendra 


ou,  en  tirant  la  valeur  de  la  seconde  intégrale,  et  chan- 
geant K  H-  2  en  rt, 

(  )    Ç        '^'^        ^  '     .       w-i        r         d.7: 

On  tirera  scmblablement  de  la  formule  (4) 

Tirant  de  là  la  valeur  de  la  dernière  intégrale,  et  rem- 
plaçant m  -I-  2  par  wî,  il  vient 

Au  moyen  des  formules  (7)  et  (8)  on  diminuera  du  plus 
grand  nombre  pair  possible  les  exposants  de  sin^  et  cosa:; 
il  n'y  aura  d'exception  que  pour  le  cas  de  m  ;z:^  i  ou  w  =:  t , 
et  alors  on  parvient,  en  supposant  m  et  n  entiers,  à  l'une 
dos  expressions  suivantes  : 

r  dx       ç  d^       r     d,r 

36.  En  réunissant  les  cas  particuliers  auxquels  on  est 
conduit  par  l'application  de  ces  procédés,  on  voit  que  l'on 
est  toujours  ramené,  quand  les  exposants  sont  entiers,  à 
effectuer  l'une  des  intégrations  suivantes  ; 

I   tlx,      j  coarfj;,      I  sma:da:,      I   ûaxnosxdj:,      j   ■ '- dx^       j  —^  d 

J    sina-cosj:        J    sin,r        J   co&^        J   cos'"^  J    sm-^j; 

Lus  six  premières  s'obtiennent  immédiatement,  et  ont  pour 
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valeurs  respectives 

I  dr.^x  +  C,      (  cosdx  —  ûnx  ~-  C. 
I   ûaxd.i:  =  —  cosx -i- C,       1   sinareosxf^j:  =^  — 1- C. 

Dans  les  deux  suivantes  le  numérateur  est  la  différeiiLielli; 
du  dénominateur,  abstraction  faite  du  signe.  Donc 

/==?  =  -'—  /^S?— • 

On  intégrera  la  suivante  — —  en  divisant  ses  deux 

termes  par  cos'x;  elle  devient  alors 


La  suivante  -r-^  s'intégrera  en  divisant  ses  deux  termes 

par  cos'  —  x,  après  avoir  remplacé  sina:  par  2sin  —  cos  -; 
elle  devient  alors 


=  Itang-4-C. 
tang^ 


J  r^  J  '■' 

On  ramènera  l'intégrale  /  ~^—  à  cette  dernière,  en  ob- 
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^  — liang  [t  — '-)  +C=:ltang  (7  -+"  ^)  +  C 

37.  Il  ne  reste  plus  à  intégrer  que  les  deux  expressions 

■ ,  — ■  dx  et  — ^  c/x,  qui  rentrent  l'une  dans  l'autre  par  le 

«hangement  de  :r  en  -  —  x. 

Or  la  formule  (i)   devient,  en  supposant  n  négatif  et 
égal  à -m, 

j  tung-.rdx^  ■ — 2 — __  _  1  tang''+'3;(tt:, 

et  l'on  en  tirera,  en  remplaçant  m  +  2  par  m, 

/   tan^"xdx  =  - — —  1  ta.ng'-'.Tdx. 

En  continuant  à  abaisser  l'exposant  de  deux  unités,  on 

parviendra  k  /dx,  ou  _/tangj7rfar,  qui  a  été  déterminée  pré- 

/*sin^ 
cédeninient,  puisqu'elle  n'est  autre  chose  que  1 dx. 

On  aurait  trouvé  de  même 


^-/' 


Cette  formule  ramènera,  soit  à  /dx,  soit  à  /  cotxdx,  qui 

Pcoix 
a  été  déià  déterminée,  quand  on  a  cherché  |  —. —  dx. 

38.  Eu  appliquant  les  principes  précédents  à  la  détcr- 
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mination  des  intégrales 


r        ,        r  dx  r  dr 

C»\.''œdx,  ~ — ,  -, 


on  trouve  :  i"  en  i 

înpposant , 

»  pair, 

/- 

'xdx=- 

--b"- 

■'"-'Bi" 

1.3. 

i...(«-^}A 

/- 

"■xdx^ 

^h-' 

+s»~- 

-.„     ^Js..-( 

n~3)(n-. 

'  ™„i 

n-4)(„-î 

,~"j 

,:l.( 

«_31(„-, 

!.t  +  C, 

^■4. 

..(n  — 2)n 

i  lan^- xd.r ---. 

tanf'-'x 

tans'-'r    ^ 

..±UiiB3;qr3:  +  G, 

I- 

."XdX  =^ 

coX'-'x  ^ 

cot"->^       . . 

■*""=F-  +  =. 

h 

:'xdx  = 

S^K- 

■+■  irrrâ  ^'"'" 

,                  3.^...( 

—  «(«-  = 

',i,,l^r 

[.i...t 

«-5)(/.-3 

■)""J^" 

h 

tée'xdx^ 

-^-m- 

,éc-x  +  ^_ 

S  """-■■+-+ 

3.4...(»-î) 

-H- 

,.3...(„-,) 

3"  en 

supposant  i 

•i  impair, 

/■'■ 

y'xdx  = 

-'=f[.,..^ 

-"+S- 

--— -^ 

Sî]-. 

/- 

s-xdx  = 

siiij:  r     „_, 

--S™ 

.-.,+     .^îii 

,(.-!)(»- 

Jl+c 

^^■■■^  1.3.. 

,(,-()(  — 

.)J^"' 

^  tong":^  _ 

»^_^ 

..±ÏÏff±l„. 

x'+C. 

fS 

i-xdx  — 

cot"-'!  1 

"^râ^ +■  ■ 

.±'-î£f±i.i.,+c, 

/•• 

ù'xdx^ 

j^h- 

'+S" 

.-.,^   ^'■='- 

■'"-"■»,. 

-] 

^■■■^3.4.. 

.(—3) 

i.3...(n- 

Ti"-(1 

;-!)• 

^î.il...(n- 

f" 

iséc'  xdx 

=-st 

»■«-'+; 

■^^  coséc"-':e-f-.. 

3.5...C« 

■"^î./|..,(« 

rri)  ««aeo  J 

-f; 

.î.,,(«— ^; 

1  taiiK  ^  -1- 
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39,  Observons  qu'il  est  quelquefois  plus  simple  de  ré- 
duire les  diflëreiitielles  de  la  forme-;-;; j— î  en  les  multi- 
pliant une  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  sin^jc  -1-  eos"x,  ce 

qui  n'en  change  pas  la  valeur.  Par  exemple,  -r-^ —-  si; 

changera  en  -t—^ — h  -■   ^   »  dont  1  intégrale  est 

tang37—  cola;  +  G. 

Remarquons  encore  que  l'on  pourra  quelquei'oîs,  avec 
avantage,  remplacer  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus 
de  X  par  leurs  développements  en  fonctions  linéaires  des 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  x. 

Nous  terminerons  par  l'intégration  de  deux  expressions 
qui  se  rencontrent  souvent. 

La  première  est  — ■■  ,"  — " -. »  On  i'intèore  en 

posant  tang^  =  z.  et  l'on  obtient 


V^ÏT"6)(«H 


cctangzy/l-pl  +  C. 


Si  a  -i-c  et  i  -t-  a  ne  sont  pas  de  même  signe,  cette  ex- 
pression se  change  en  logarithmes. 

La  seconde  est v "5  elle  se  ramène  à  la  première 

en   remplaçant  cosa;  par  cos' sin*— »  et  l'on  posera 

alors  tang  -  :=  z. 
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CHAPITRE  VI. 

INTÉGRATION  PAR  SÉRIES. 


40.  Lorsqu'on  ne  peut  intégrer  exactement  une  diffé- 
rentielle F  (3:)  dx^  on  peut  se  proposer  de  développer  son 
intégrale  en  séries  ;  et  pour  cela  on  développera  d'abord  la 
fonction  F  (a:).  Soil  donc 

(,)  FW  =  ..+  «,  +  „H-^-. +  ».  +  ..., 

et  admettons  que  cette  série  soit  converge)ite  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  que  l'on  considérera;  sans  quoi  elle  ne 
pourrait  remplacer  aucune  fonction. 

Soil  J„  la  somme  des  termes  jusqu'à  u„  inclusivement, 


„  le  reste  de  la 
augmente.  On  aura 


;,  qui  i 


Intégrons  les  deux  membres  de  cette  équation  entre  deux 
valeurs  quelconques  x^  et  X,  nous  aurons 


et  puisque  /■„  tend 
zéro  :  donc 


^X  ^X 

X  =^   I         s„  (fo-  ■+■    I         r„  d.r  ; 

■ers  zéro,    f     r.âx  Kui 


(2)      /'      Y(x)d'-  =  \im  \       n^dx^i        u.d.-^ -h  u,o 

ou,  en  remplaçant  X  paj'  x, 

/      '£[x)dx=  i      ,^dx  + 
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L'équation  subsistera  évideni nient  en  prenant  les  intégrales 
indéfinies 

fl^{.v)dr=-   j    a^d^-h 

41.  Si  la  série  (i)  n'était  pas  convergente,  pour  la 
limite  X,  on  pourrait  craindre  que  la  formule  (a)  ne  fût 
inexacte;  mais  nous  allons  voir  qu'elle  subsiste  encore, 
pourvu  qu'elle  soit  convergente,  et  continue  dans  le  voisi- 
nage de  cette  valeur.  En  elfet,  elle  est  démontrée  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  ^o  et  X  ;  c'est-à-dire  que  l'on  a 
pour  ces  valeurs 

/       F(3:)(ic—    r      u,d.i:+...+   l       u„dx-\- 

Or  la  limite  de  la  somme  des  termes  du  second  membre 
est  une  fonction  déterminée  de  x,  puisque  la  série  des  in  - 
tégrales  est  supposée  convergente,  même  pour  la  valeur  X. 
Si  donc  on  fait  tendre  x  vers  X,  les  deux  membres  de  l'é- 
quation tendront  chacun  vers  une  limite,  et  ces  limites  ne 
peuvent  être  inégales.  Donc 


XX  ,->  X  /*  ^ 


La  même  démonstration  se  ferait  pour  la  limite  xo,  cl 
même  pour  toute  valeur  intermédiaire,  pour  laquelle  la 
série  (i)  cesserait  d'être  convergente,  sans  que  la  série  des 
intégrales  cessât  de  l'être. 

42.  La  fonction  F(x)  peut  quelquefois  être  développée 
de  bien  des  manières  différentes  en  séries  convergentes  :  on 
choisira  celle  qui  conviendra  le  mieux  à  la  question.  Si  on 
la  développe  suivant  la  formule  de  Maclaurin,  on  aura 

F(:r)zr.F(o)^^F'(o)x  +  F»-^-h...-^F"(o)— -'--|...... 
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et,  par  suite, 


,1/"' 


,3);-' 

11  est  facile  de  reccnnaitre  que  ce  second  membre  n'esl 
autre  chose  que  le  développement  de  /Flx)  rfx,  d'après  la 
fonnule  de  Maclaurin  :  C  représente  la  valeur  aj'bitraire  de 
cette  fonction  pour  j;  ;:=  o . 

Si  l'on  veut  connaître  l'erreur  commise  en  s'arrètant 

à  un  terme  quelconque  F"~'  (o)  — — — -,  dans  la  série  (3), 

il   suffira    de    multiplier  "■■■■     — ■  par  la   dérivée  de 

Tordre  (n-4-i)  de  la  fonction yF(j:)rfj:,  en  donnant  à  ic 
dans  cette  dérivée  une  valeur  6x  intermédiaire  entre  o  et  x. 
C'est  la  règle  connue  dans  le  cas  de  la  formule  de  Maclaurin, 
dont  l'équation  (3)  est  l'application  àlaibnction/F(x)i:?a:. 
Si  donc  on  désigne  par  k  la  plus  grande  valeur  de  F"(cc) 
quand  x  passe  de  o  à  x,  l'erreur  commise  en  s'arrètant  au 


terme  qui  reni'erme  x"  sera  moindi'e  que  '— — 


0 


43.  On  pourrait  développer  la  fonction  _/F  (^)i^x  par 
la  formule  de  BemouUi,  qui  donne,  pour  une  fonction  quel- 
conque y, 


y^-y6- 

dy     .  X'    d--y   ,       ^      d'y 

-•■' 

jo  étant  la  v 

aleur  de  f  correspondant  à  x  --- 

=  0.  Si 

l'on 

suppose 

y.-.j-S{x)d.^     et    j„^G, 
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(4)       ï(*)i«  =  C4 


%-^  »"(')- 


On  obtiendrait  cette  même  formule  en  intégrant  par  par- 
lies  la  différentielle  F  {x)  dx.  En  effet,  on  aura  successive- 

Si,  en  continuant  indéfiniment  ces  intégrations,  la  dernière 
intégrale  tend  vers  zéro,  on  aura,  en  faisant  les  substitu- 
tions et  ajoutant  la  constante  arbitraire, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  (4)- 

44.  Lorsque  la  fonction  F{x)  est  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs,  on  peut  se  borner  à  développer  l'un  d'eux  en 
série,  pourvu  que  les  autresfacteurs  multipliés  par  les  divers 
termes  de  cette  série  donnent  des  produits  intégrablcs. 

Soit,  par  exemple,  la  différentielle 


qui  se  rencontre  dans  le  calcul  du  mouvement  du  pen- 
dule. On  peut  développer  (i  —  bx)  '  si  l'on  suppose 
Ax<[i,  abstraction  faite  des  signes,  et  l'on  aura 


(,  -  b^)  ==  i 


1.3.5, 

2.4.6 
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Substituant  ce  développement  dans  la  différentielle  propo- 
sée, on  aura  à  intégrer  des  termes  de  la  forme 
afdx 

expression  que  nous  avons  intégrée  dans  la  tliéorîe  des  dif- 
férentielles binômes. 

4S.  L'intégration  par  séries  peut  servir  à  faire  connaître 
les  développements  des  fonctions  dont  on  sait  développer 
les  dérivées. 

Ainsi,  par  exemple,  la  dérivée  de  arcsinx  esE      ■ 

\/i  —  t' 
dont  le  développement  est 


1.4-6  7  ' 


Mais  il  faut  remarquer  que,  le  radical  ayant  été  pris  posi- 
tivement, on  suppose  que  l'arc  et  le  sinus  varient  dans  le 
même  sens.  La  formule  ne  s'applique  donc  pas  aux  arcs 

compris  entre  -  et  r,  mais  elle  convient  aux  arcs  compris 

entre  o  et  4-  -",  elle  conviendrait  de  même  aux  ares  entre  o 

et  —  -  :  elle  doit,  par  conséquent,  être  satisfaite  quand  on 

y  fait  :c  =  o,  et,  par  suite,  C  doit  être  nul  ;  on  a  donc 

arcsm a:  —  ■■r:  +  ~   J  ^  ^  "5   "^  2. 4. G  7  '^'' 
Le  développement  de         -■■■-  n'est  plus  convergent  pour 

3C  =  l'i  mais,  comme  la  série  des  intégrales  ne  cesse  pas  de 
l'être,   et  de  plus  est  fonction  continue  do  ir,  la  formule 
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croissantes  de  x,  afin  que  la  série  soit  convcr- 
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précédente  représente  arc  sîna;,  même  lorsque  x  =^  i .  On 
a,  pour  cette  valeur  particulière, 

Mais  cette  série  serait  trop  peu  convergente  pour  servir  à 
calculer  K. 

46.  On  aura  de  même  le  développement  de  arctanga- 
en  développant ->  tpii  en  est  la  dérivée. 

Si  l'on  suppose  x  <;  ï ,  on  ordonnera  par  rapport  a 
puissances 
gente,  et  Ton  aura 


L'arc  étant  nul  avec  sa  tangente,  on  aura  C  ;==  o,  et 

Si,  au  contraire,  on  a  a']>i,  on  aura,  en  ordonnant  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x, 

.c'  -H  I        x'        j:'        ;c=        ,c"       "  "  ' 
donc 

arc  tang^  =  C  -  -  +  ^  -  ^  +  -!-  -  . . . , 

X         àx^  ox^  ^J:' 

La  constante  est  -  >  puisque  x  infini  rend  le  premier  mem- 
bre égal  à  --  Ainsi,  pour  les  valeurs  de  œ  numériquement 
plus  grandes  gue  l'unité,  on  a 

arctauga:  =;  -  —  — 1-  —^  —  -^^. 

Calad  inf.  D.  —  H,  4 
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II  faut  remarquer  que  la  première  formule  donne  les  arcs 
positifs  depuis  zéro  jusqu'à  j  seulement.  Las  econde  ne  con- 
vient qu'aux  arcs  compris  entre  cette  limite  et-i  qui  est  la 
plus  grande  valeur  du  second  membre. 

Ces  formules  sont  exactes  pour  ^  =  i ,  parce  qu'elles 
restent  convergentes,  quoique  les  séries  qui  expriment  la 
dérivée  ne  le  soient  plus  5  elles  donnent  alors 

47.  Clierclions  encore  de  cette  maiiiére  le  développement 
de  1(1  +  ^),  dont  la  dérivée  est  - — —  Si  l'on  suppose 
a:  <;  I ,  on  a 


Le  logarithme  de  l'unité  étant  zéro,  il  faut  supposer  G  =  o 
pour  que  la  formule  représente  l(i  -+-  x),  et  l'on  aura 

'('+')=-'-ï+|-f+---- 

Cette  formule  étant  convergente  pour  x  =:  i ,  quoique  la 
série  qui  exprime  la  dérivée  ne  le  soit  plus,  elle  ne  cesse 
pas  d'être  exacte  pour  cette  valeur  particulière. 

Si  l'on  supposait  .r^  i,  et  qu'on  ordonnât  le  dévelop- 
pement     par  rapport    aux  puissances    décroissantes 

de  X,  afin  qu'il  fût  convergent,  on  ne  trouverait  plus 
l[i  -h  x),  mais  seulement  l(i -H x)  — Ix,  ou  1  (  i  4-  -  )• 
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CHAPITRE  TH. 

PASSAGE  DES  INTÉGRALES  INDÉFINIES  AUX 
INTÉGRALES  DÉFINIES. 


■48,  Nous  avons  démontré,  dans  le  n"  5,  que,  si  la  déri- 
vée d'une  fonction  quelconque  F(x)  est  continue  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  depuis  x^  jusqu'à  :r,  la  dif- 
férence F(a:)— -Fla'o)  est  la  limite  de  la  somme  des  valeurs 
que  prend  F'[x)dx,  lorsque  l'on  fait  passer  la  variable  de 
Xq  à  X,  par  degrés  infiniment  petits,  représentés  par  dx; 
d'où  résulte  la  formule 

Ainsi,  pour  connaître  l'intégrale  définie  de  F'(j;)  dx  entre 
des  limites  données,  lorsque  l'on  connait  l'intégrale  indé- 
finie, ou  une  fonction  quelconque  F  {x)  ayant  pour  déri- 
vée F'{x),  il  suffit  de  substituer  les  limites  de  l'intégrale 
dans  F(x),  et  de  retrancher  le  résultat  relatif  à  la  plus  pe- 
tite limite  de  celui  qui  se  rapporte  à  la  plus  grande. 
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2.^t.6. 

.-î/- 

12 

1  + 

1)12 

i-i-6). 

■12' 

■■  +  aA-  +  i)- 

1.3. 

.5.. 

.(2^ 

~i)i. 

,3 

.5. 

..(2/-  — 0  ^ 

f"         0=  _         «  /""_„,■  _         * 

Jo    *^"*^°^  ^  ■^— ^ïifrp'    J^  ■'^    ^^"  '^  -^  —  ^.1^77."^' 

3. 6. 7... (aX- -1-1)      .;„ 

P  . ,(  .,     1.3.5. .,(2^-1)  ^     r    ,f  , 

Jo  2. 4. 6.,. 2^  2        J^ 

1  3.4-6...[2/H-2/-) 

/* ■    j;^*^^"    __  1.3.5.  .. (3/  — 1)  TU 

X  s/r:^^'''    2. 4. 6. -.2/-    2' 
r' x*+^dx  _  .2.4.. 6. ■■2/- 

■i    v'T^=^"3.5.,..,(2^-  +  i)' 

Ces  dernières  intégrales  rentrent  dans  deux  des  précédentes 

,    L'intégrale  indéfinie  de  -^ — —  peut  être  déterminée  en 

décomposant  en  fractions  simples  l'expression  -^ — s  dans 
laquelle  on  peut  toujours  supposer  m<^n.  D'après  cela, 
si  l'on  fait ■  =  a,  on  obtiendra 

f"    ■'^'^'^  _7rrsingTC  +  sm3<ti;  +  sin5air +..■"[_      n 
On  aura  encore,  en  supposant  que  m  et  «soient  des  nombres 
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entiers  positifs,  tels  que  m  >  h, 


Si  maintenant  on  pose  x"  =  z^  —^=.a^  cotte  équation 

devient  l =  ^^ ^  a  ayant  une  valeur  commen- 

surable  quelconque  comprise  entre  o  et  i,  et  pouvant  avoir 
aussi,  par  conséquent,  toute  valeur  incommensurable  com- 
prîseentrc  les  mêmes  limites. 

On  trouvera  encore,  d'après  une  formule  précédemment 
démontrée,  en  supposant  «  ^  i, 


£ 


_dx__  _  1 .3. 5.. -(an— 3)  TT 


Il  faut  bien  remarquer  que  la  formule  (i)  ne  subsisterait 
plus  si  la  fonction  F  (a;)  devenait  infinie  entre  les  limites  de 
l'intégration.  Dans  ce  cas,  la  somme  des  éléments  F'  (a;)  dx 
peut  être  infinie,  on  indéterminée.  Il  faudra  donc  toujours 
s'assurer  si  F  (jc)  ne  devient  pas  infini  dans  cet  intervalle, 
et  c'est  seulement  lorsque  cette  circonstance  ne  se  présen- 
tera pas  que  l'on  pourra  dire  que  F(^)  — F(j7i,)  est  la 
limite  de  la  somme  des  éléments  tels  que  F'(j7)  dx.  Dans 
le  cas  contraire,  on  partage  l'intégrale  en  deux  autres  ayant 
pour  limite  commune  la  valeur  particulière  de  ;r,  et  1  on 
examine  séparément  chacune  d'elles. 

Si,  par  exemple,  on  clierchc   |         — :  '   la  formule  { i  ) 
J—a     ^ 

donnera  —  ^y^  —  —--,  expression  qui  est  négative,  tandis 
que  tous  les  éléments  sont  positifs.  Mais  —  devenant  infini 
pour  X  ;=  o ,  il  faut  s'assurer  si  l'intégrale  ne  le  devient  pas 
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aussi.  C'est  ce  qui  arrive,  en  effet,  et  la  formule  (i)  suppose 
que  cette  circonstance  n'arrive  pas. 

Dans  le  cas  actuel,  les  deux  intégrales  partielles  sont  in- 
finies de  même  signe  ;  par  conséquent  il  n'y  a  pas  indéter- 
mination, et  l'intégrale  demandée  est  infinie. 

Considérons  encore  l'intégrale  i   —  •  Si  les  deux  limites 

sont  négatives,  on  a  une  somme  d'éléments  négatifs,  qui 
seraient  les  mêmes,  au  signe  près,  que  si  l'on  prenait  ces 
limites  positives.  Ainsi  l'on  aura 


£ 


Il  n'y  aurait  de  même  aucune  difliculté  pour  deux  limites 
positives  ;  mats,  si  elles  sont  de  signes  dift'érents,  l'inlégrale 
Ix  passant  par  l'infini,  la  formule  (,i)  n'est  plus  démontrée; 
et  il  y  a  cela  de  remarquable,  que  la  somme  des  éléments 
est  réellement  indéterminée. 

En  effet,  soit  l'intégrale  définie  i         --  ;  partageons-la 

en  deux  autres,  dont  les  limites  soient  —«-—£[*  pour  la 
première  et  -[-  ev  +  J  pour  la  seconde  ;  s  étant  une  quan- 
tité qui  tend  vers  zéro,  et  ft,  v  deux  nombres  constants  arbi- 
traires, La  première  intégrale  aura  pour  valeur  1-C,et]a 
seconde  1—,;  leur  somme  sera  l^-f-l--  Elle  ne  renfermera 

■pias  e,  et,  par  conséquent,  si  l'on  fait  tendre  cette  ijuan- 
tité  vers  zéro,  on  aura  pour  la  somme  des  deux  inté- 
grales, ou  pour  l'intégrale  |      —  5  la  quantité  indéterminée 

J—a  ^ 

1 — hl  -1  qui  dépend  du  rapport  arbitraire  des  intervalles 
infiniment  décroissants  €fi,  su.  Si  on  les  suppose  égaux, 


y  Google 


BES    LIMITES    DE    SOMMES,  55 

1-  devient  li  ou  zéro,  et  il  reste  !-•  C'est  ce  que  M.  Cau- 
chy  appelle  la  valeur  principale  de  l'intégrale  indétermi- 
née. 

49,  Lorsque  l'on  applique  l'intégration  par  parties  à  la 
transformation  des  intégrales  définies,  et  qu'on  donne  les 
mêmes  limites  aux  intégrales,  il  esL  facile  de  voir,  en  géné- 
ral, comment  doit  être  déterminée  la  constante. 

En  eûèt,  on  a 

Si  l'on  veut  que  les  intégrales  soient  prises  entre  les  mêmes 
limites  Xn  et  X,  on  commencera  par  les  prendre  à  partir  de 
x^  ;  mais  alors  il  est  nécessaire  d'ajouter  une  constante  ar- 
bitraire à  l'un  des  membres,  ce  qui  donne 

Pour  que  cette  équation  ait  lieu  en  faisant  x=:  x,,,  il  faut 
que  l'on  ait  G  =  —  f{xa)ij(xn),  et,  par  conséquent, 


50.  Si  l'on  renverse  les  limites  d'une  intégrale  définie, 
on  ne  fait  que  changer  son  signe;  car  les  accroissements 
de  a;  changent  de  signe,  et  les  valeurs  absolues  des  éléments 
différentiels  ne  changent  pas.  On  a  donc 

ce  qui  s'accorde  avec  l'expression  de  l'intégrale  définie  au 
moyen  de  la  fonction  '^{x)   dont  la  dérivée  est  F(:c).  En 
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effet,  on  a 

expressions  égales  et  de  signes  contraires. 

51.  On  peut  changer  l'intégrale  I  F{x)dx  dans  la 
suivante  ; 

dont  les  limites  sont  les  mêmes.  En  effet,  les  éléments  qui 
les  composent  l'une  et  l'autre  sont  les  mêmes  en  ordre  in- 
verse. En  partant  de  cette  remarque,  qui  est  quelquefois 
utile,  on  peut,  par  une  suite  d'intégrations  par  parties,  ob- 
tenir très -simplement  la  série  de  Taylor,  comme  on  va  le 
voir. 

82.  Séi-ie  de  Taylor.  —  Soit  F(x)  une  fonelion  quel- 
conque qui  reste  continue,  ainsi  que  ses  n  premières  déri- 
vées, entre  les  limites  x  ^\x-\-Ti.  On  a  évidemment 

Y{x  -(-  À)  ~  F  (.r)  T^,  {      ru  +  z)dz, 
et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

r      ¥'{x-V-z)dz=  I      F'{3:  +  h—z)dz,: 

X  est  constant  dans  cette  Intégration,  z  seul  varie. 

Intégrant  par  parties  cette  dernière  expression  et  celles 
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Î7 
qui  s'en  déduisent,  il  vient 

Cf  (i  +  i  —  i)  J2  =s  sF'(»  -h  i  _  j)  +  fiF"  {.,+/,-  z]dz 
+  r-^F'(i+7.-i)A=... 

"^  ,.a.!"^l^i)  ï"'"'  (■'  +  ''  -  ^) 

Si  l'on  prend  les  intégrales  entre  les  limites  o  et  /î,  il  fau- 
dra faire  successivement  z  =  h,  z  =  o  dans  les  termes  en 
deliors  du  signe  /,  puis  retrancher  le  dernier  résultat  du 
premier,  ce  qui  donnera 

/      F  {^  -1-  A  —  z)dz  =  A  F'  (^)  H F"{*)  +. . . 


-F(^)^J"l 


1.2.  ..(«-!) 

Mais 
donc 

Lorsque  ie  terme  qui   renferme  l'intégrale  définie  tend 
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vers  zéro  à  mesure  (jiie  n  augmente,  la  série  converge  vers 

F(a?-|-A),  et  devient  celle  que  Taylor  a  fait  connaître. 

On  peut  donner  une  autre  forme  au  terme  cpi  exprime 
l'erreur  commise,  en  s'arrêtant  au  terme  de  rang  n.  En 
efïet,  l'intégrale  définie  est  égale  à  la  somme  des  facteurs 
z"~^dz,  multipliée  par  une  valeur  moyenne  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  de  celles  que  prend  F"[x  -h  h  —  z) 
quand  z  passe  de  o  à  A;  et,  comme  celte  fonction  est  sup- 
posée continue  dans  cet  intervalle,  cette  moyenne  est  l'une 
des  valeurs  que  prend  F"[x  -h  h  —  z  ) ,  pour  une  certaine 
valeur  do  z  comprise  entre  o  et  h  :  d'où  résulte  aussi  pour 
h  —  z  une  valeur  comprise  entre  o  et  h,,  que  nous  repré- 
senterons par  Qh.  Le  terme  qui  complète  le  développement 
devient  donc 


%r-^" 


^'')       J      ^-ij,       ..,  "        ~V{x-hOh). 


C'est  sous  cette  forme  que  nous  l'avons  présentée  dans  le 
Calcul  différentiel  :  0  est  une  fonction  inconnue  de  x,  et 
l'on  sait  seulement  qu'elle  a  une  valeur  positive  plus  petite 
que  l'unité. 

En  prenant  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs 
deF"(x)  dans  l'intervalle  de  ar  à  x-'.-h,  on  aura  deux 
limites  entre  lesquelles  sera  comprise  l'erreur  commise  en 
s'arrêtant  après  le  n'^'"'  terme.  L'intégrale  définie  donne  la 
valeur  exacte  de  cette  erreur;  mais  elle  présente  la  diffi- 
culté de  l'intégration,  et  l'on  ne  peut  généralement  se  pro- 
poser que  de  la  renfermer  entre  deux  limites  connues. 

Differentiation  et  intégration  sous  le  signe  J". 

S3.  Nous  avons  fait  connaître,  au  commencement  de  ce 
Cours,  les  règles  pour  différentier  les  fonctions  explicites, 
ainsi  que  celles  qui  sont  liées  entre  elles  et  avec  la  variable 
principale  par  des  équations  dont  les  deux  membres  sont 
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des  fonctions  explicites.  Nous  allons  considérer  une  autre 

espèce  de  fonction  et  donner  le  moyen  de  la  différentier. 


Soit  la  fonction  m=  /     F{z,  x'jdz  que  l'on  se  propose 

i  X,  les  limites  So?  Z 
Lcs  de  X. 

;ette  intégrale  comme 
qui  sont  toutes  des 

"  \dz}   dx  "^  \di}' 


de  différentier  par  rapport  à  x,  les  limites  So?  Z,  pouvant 
Être  des  fonctions  quelconques  de  x. 

On  aura,  en  considérant  cette  intégrale  comme  une  fonc- 
tion composée  de  z^^  Z,  x^  qui  sont  toutes  des  fonctions 
dex, 

du       / 1^"  \  f^^o 
(f  j;        \  <f  ï„  /    dx 


Or  on  a  d'abord 

Quant  au  troisième  terme  —i  qui  est  relatif  à  la  sup- 
position de  Zo  et  Z  constants,  il  est  la  limite  de 

oucjo 

et  a  pour  valeur 

Donc 

''    V{z,a^)dz  =  V[Z,.7:)'^_^ 

'^d-F{z, 


if> 
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On  parviendrait  très- simplement  à  la  même  formule,  en 
considérant  l'intégrale  définie  comme  représentant  l'aire 
d'une  courbe. 

Si  les  limites  sont  constantes,  c'est-à-dire  indépendantes 
de  ^j  on  a 

on  voit  qu'alors  les  deux  opérations  de  diiïerenliation  et 
d  intégration  peuvent  se  faire  dans  un  ordre  quelconque. 

34,  Si  la  fonction  de  a:  était  une  intégrale  indéflnie  par 
rapport  à  z,  On  la  mettrait  sous  la  forme 


< 


u=   \      F(s,:r)rfa-t-C, 

C  étant  une  fonction  quelconque  de  x;  d'où 
'^dY{z.x\  dC 


< 


On  peut  donc  faire,  dans  un  ordre  quelconque,  les  deux 
opérations  sur  F  (z,  x),  pourvu  que  les  constantes  relatives 
aux  deux  intégrations  soient  liées  par  la  condition  que  la 
seconde  soit  la  dérivée  de  la  première  par  rapport  à  x. 


5S.  Si,  au 


lieu  de  différentier  1     F(z,  x)dz,  on  avait 

à  l'intégrer  par  rapport  à  ce  entre  les  limites  x^,  X ,  zo  et  Z 
étant  supposés  indépendants  de  x,  on  observerait^  d'après 
ce  qui  précède,  que,  quel  que  soit  s, 

j      dx    f    F(z,  a;)rf;     et      /      dz  j       T{z,  x)dx 

ont  la  même  dérivée  par  rapport  à  x;  et,  comme  elles  de- 
viennent nulles  toutes  deux  pour  x  =  Xn,  elles  sont  aussi 
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égales  quel  que  soit  x.  L'ordre  des  deux  opérations  est 
donc  encore  indifférent.  Tout  cela  suppose  que  la  fonction 
F{3,  ,ï^)  ne  devienne  ni  infinie  ni  indéterminée,  pour  aucune 
valeur  de  a;  et  s  comprise  entre  les  limites  ;  si  cela  arrivait, 
il  faudrait  un  examen  particulier  dont  nous  nous  occupe- 
rons tout  à  l'heure. 

On  peut  encore  démontrer  géométriquement  celte  propo- 
sition en  considérant  F  (z,  x]  comme  l'ordonnée  d'une  sur- 
lace, et  cherchant  l'expression  du  volume  compris  entre 
cette  surface,  le  plan  zx^  deux  plans  perpendiculaires  à 
l'axe  des  x  correspondant  aux  abscisses  .ro,  ^;  et  enfln 
deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  z  correspondant 
ans    valeurs    z^i    ^-    Ce   volume   a   pour   expression  soit 

I     dx  I     F(z,  x)dz,  soit  l     dz  (     F(z,  x)dx.  Ces 

deux  expressions  sont  donc  équivalentes,  en  supposant  tou- 
tefois que  l'ordonnée  F(z,  x)  reste  finie  dans  l'intervalle 
considéré. 

56.  Si  les  deux  intégrales  étaient  indéfinies,  la  première 
serait 

en  l'intégrant,  on  trouverait 

ce  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

et  l'on  trouverait  un  résultat  identique  en  intégrant  en 
ordre  inverse,  les  fonctions  f  et  fx  pouvant  toujours,  être 
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regardées  comme  les  mêmes  dans  les  deux  cas,  puistju' elles 
sont  eiitièrem.eiit  arbitraires. 

S7.  Intégrales  définies  singulières.  —  M.  Cauchy  a  dé- 
signé sous  ce  nom  des  intégrales  prises  entre  des  limites 
qui  se  rapprochent  indéfiniment  d'une  valeur  particulière 
de  la  variable,  qui  rend  la  fonction  infinie. 

Par  exomple,  si  l'on  suppose  F(«)  infinie,  l'intégrale 


x: 


Y{x)dx  sera  une  intégrale  définie  singulière,  , 


E  tend  vers  zéro,  f*  étant  un  nombre  fini  quelconque. 
On  peut  mettre  la  fonction  différentielle  sous  la  forme 

(x — a)  F[x)  ■  ■-■■■—;  et,  si  l'on  désigne  par  t  une  valeur 

moyenne  entre  a  —  e  et  a  — ■  f^E,  l'intégrale  sera  égale  à 

(?-«)F(ï)^"     '"_^,     ou     (^-«)F(£)1^. 

Si  (^  —  «jFCO  ^  ^^^  limite  différente  de  zéro  quand  ^ 
tend  vers  a,  l'intégrale  définie  singulière  aura  une  valeur 
déterminée  en  même  temps  que  fi.  Nous  allons  voir  à  quoi 
cette  considération  peut  être  utile  dans  la  détermination 
des  intégrales  définies. 

58,  Cas  où  la  fonction  sous  le  signe  f  passe  par  l'in- 
fini. —  Si  une  valeur  x=  a  rend  F(x)  infinie,  et  se  trouve 

comprise  dans  les  limites  de  1  intégrale   i     'F{x)dx,  on 

formera  d'abord  /         V[x)dx,  puis   /  ¥{x)dx\  on 

les  ajoutera,  puis  on  fera  tendre  s  vers  zéro  :  la  limite  est 
ce  que  M,  Caucliy  nomme  la  valeur  principale  de  l'inté- 
grale. On  pourra  avoir  une  valeur  différente  si  l'on  cherche 
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la  limite  de  !a  somme  des  deux  intégrales  suivantes  : 

s  tendant  toujours  vers   zéro,   et  les  nombres  [i,   y  étant 
dilFérents  ;  car  il  y  aurait,  de  plus,  les  deux  intégrales 


et,  si  leur  somme  ne  lend  pas  vers  aéi'O  avec  e,  on  aura  une 
valeur  différente  de  la  première,  quo  nous  avons  nommée 
valeur  principale;  mais  il  est  évident  que  cela  ii  arrivera 

jamais  lorsque  les  intégrales  l  F(x)tis,  i  ¥[x)dx 
seront  finies.  Or  les  deux  dernières  intégrales  définies  sin- 
gulières ont  pour  limite  de  leur  somme  K 1  -j  K  étant  la 

limite  de  [x  —  a)¥[x)  quand  x  tend  vers  a,  et  supposée 
de  même  signe  quand  x  est  <^  o,  ou  >  a  (le  cas  contraire 
n'otire,  au  reste,  rien  d'embarrassant) .  Si  donc  K  n'est  pas 

nul,  l'intégrale   1     V{x)dx   est  indéterminée;   mais  sa 

valeur  principale  est  déterminée,  soit  finie,  soit  infinie. 

Si  K  est  nul,  on  ne  peut  pas  dire  que  Kl  -  soit  r 


rement  nul,  puisque  1- peut  être  infini. 

Par  exemple,  si  v  :^  î,  1  -  est  infini,  et  la  seconde  inté- 
grale singulière  est  I  l'  \^)  "-x. 


y  Google 


Mais  dans  cet  autre  exemple  I       —=t  on  a  -^z  1' 


4 

^^ly,  ^  étant  un  intermédiaire  entre  £  et  V£;  de  sorte  que 
l  =/^v:  et  A>-i  :  par  là  ij^lv  devient  \/ké\fvlv.  Mais 

on  sait  que  \/vlu  est  nul  pour  v=^o\  donc  I      —est  nul, 

e  d'ailleurs  on  l'aurait  vu  en  eflêetuant  l'intégration. 


S9.  Si  l'on  suppose  une  des  limites  infinie,  on  aura 
à  considérer  l'intégrale  /  F{x)dx;  et,  pour  que  l'inté- 
grale proposée  soit  finie,  il  faudra  que  celle-ci  tende  vers 
zéro  ayec  £,  quelque  petit  que  soit  p.  :  il  faudra  donc  que 

j^F  (:jp-)  if^  tende  vers  zéro,  quel  que  soit  fi,  K  étant 

Soit  F  [x]  =  T~T~~~~~'  ^  (k~)  P'^"''^^  ^'-''6  remplacé 
par  —  (Kjxe)"""",   et  il  faudra   que   fj;e"~'"~'lfA  tende   vers 

zéro,  ce  qui  exige  n'^  m  -^-  i  ;  et  cela  est  suffisant. 

On  pourra  ainsi,  au  moyen  des  intégrales  définies  sin- 
gulières, reconnaître  si  les  intégrales  cherchées  deviennent 
infinies  ou.  indéterminées  quand  une  valeur  de  x  rend 
la  fonction  donnée  infinie,  ou  quand  une  des  limites  est 
infinie. 

60.  On  peut  encore  reconnaître  si  une  intégrale  est 
finie,  lorsque  sa  dérivée  devient  infinie  pour  une  valeur 
particulière  de  x,  en  la  comparant  à  une  autre  plus  simple, 
pour  laquelle  il  n'y  ait  pas  d'incertitude,  et  telle,  que  les 
deux  dérivées  aient  un  rapport  fini  pour  cette  valeur  parti- 
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cuiîère  :  les  deux  intégrales  seront  en  même  temps  finies  ou 

infinies.  Parexemple,  /      - — ——r-—  et  /     —  seront  dans 

ce  eas.  Le  rapport  des  dérivées,  e'-l-x",  devient  i  pour 
X  r=  o  :  or  la  seeonde  est  finie  si  m  <  i ,  et  infinie  si  m  =;  i , 
ou  m  >  I  ;  il  en  est  done  de  même  de  la  première. 

61.  application  des  principes  précédents  à  la  rechercha 
d'intégrales  définies.  —  Eu  partant  d'intégrales  définies 
connues,  et  les  diû'érentiant  on  intégrant  par  rapport  ;'i  une 
constante,  ou  obtient  la  valeur  des  nouvelles  intégrales. 

Ainsi 


X^^^ 


différentiant  n  l'ois  par  rapport  à  iï,  on  obtient 

i.i.Z.-.n        __  i.3.5...ian  — 0  ■n 


r 


(..+.)"- 


02,  Si  l'on  considère  ectte  autre  intégrale 
et  cju'on  différentie  n —  i  fois  par  rapport  à  «,  ou  obtient 


Si  l'on  désigne,  en  général,  par  r(p)  l'intégrale 
Calcul  iiif.D.—  11. 
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quelque  valeur  positive  qu'ait  /;,  on  aura,  pour  toute  va- 
leur entière  et  positive  de  cette  constante, 

T{p)^l.2.^...{p-,), 

et,  pour  touie  valeur  positive  de  p, 


r 


xP-'c-'^/lx--  - 


e""  dx  ■= i-C; 

on  obtient  cette  intégrale  indéfinie, 

63.    Si   l'on    part    de   l'intégrale    /     x'"dx^^  — ; —  et 

qu'on  intègre  ses  deux  piembres  par  rapport  à  m,  entrji 
deux  valeurs  fx  et  u,  on  obtient 

et  l'on  ne  saurait  donner  l'expression  de  l'intégrale  indé- 


64'.  Si  l'on  intègre  par  rapport  à  o,  entre  deux  limites 
quelconques  b  et  f,  les  deux  membres  de  l'équation 
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on  obtient  de  même,  en  intégrant  par  rapport  à  a, 

65.   De  même  l'éqiiation 

/        if'-  sin  a.c  dx  —     ,'''■- 
donne,  en  intégrant  par  rapport  à  a, 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  jait  />  ^=  o,  c  ^^  ce  ,  on 
obtient  la  suivanle,  qui  est  souvent  utile  : 

On  aurait  pu  aussi  l'obtenir  en  partant  de  la  formule  pré- 
cédente /       e~"^iicyiiv.xcJx  =  — -j  en  intégrant  Jes  deux 

Jç,  «   -l-a 

membres  par  rapport  à  «. 
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AUTRES  PROCÉDÉS  POUR  LA  DÉTERMINATION 
D'INTÉGRALES  DÉFINIES. 


(Î6.  On  ramène  quelquefois  une  intégrale  définie  simple 
à  une  intégrale  définie  double,  parce  que  l'indépendance 
des  deux  variables  peut  conduire  à  des  simplifications.  Soit 
paresemple  j  e~''Wx.  Elle  est  identique  avec  /  e~-'W) . 
Sien  les  multiplie,  on  aura  le  carré  de  l'expression  cliercliéc . 
Or  on  peut  considérer  le  produit  /       e~'^^  dx  j       c~-'"  cij- 

comme  obtenu  en  multipliant  chaque  élément  e~'dx  de 
la  première  par  la  seconde;  et,  dans  cette  dernière,  ou  peut 
poser  J  =  Xt,  X  restant  constamment  le  même  que  dans 
l'élément  e"-*'  dx.  Rien  ne  sera  changé  parla,  quoique  x  s'in- 
troduise dans  la  seconde  intégrale  qui  devient  I       X(!~^'^'dt,. 

Si  l'on  pouvait  former  cette  dernière  expression  en.  x,  en 
la  multipliant  par  e'^'dx-,  on  aura  un  élément  tpii,  inté- 
gré entre  o  et  oo  ,  donnerait  identiquement  le  produit  des 
deux  intégrales.  Mais  dans  cette  intégration,  par  rapport 
à  t,  le  facteur  constant  e~^'dx  peut  être  introduit  sous  le 
signe  y,  et  l'on  voit  qu'on  aura  à  intégrer  l'expression 


''^dxdt       ou       ;Ce~*'l''^''*(?.K(/(, 


d'abord  par  rapport  à  t,  puis  par  rapport  à  a.',  ces  deux  v 
riables  étant  indépendantes. 
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Or  on  sait  que  ces  deux  intégrations  peuvent  se  faire 
dans  iiii  ordre  inverse,  sans  que  le  résultat  soit  changé;  et, 
de  cette  manière,  l'opération  pourra  s'effectuer. 

En  effet. 


J        6-^V.>:=-^       ou     J         c-^'-d^-.:.:^i,; 

67.  Cette  intégrale  importante  peut  encore  s'obtenir  par 
le  procédé  suivant,  qui  se  trouve  dans  la  Mécanique  de 
Poisson  : 


Le  produit  déjà  considé 


■€r 


''djdx  repré 


sente  le  tjuart  du  volume  du  solide  compris  entre  le  plan 
XY  et  la  surface  dont  l'équation  est  z  =  e~^'~^*,  qui  est  en- 
gendrée par  la  révolution  de  la  courbe  dont  l'équatiou  est 
z  =  e"^  autour  de  Taxe  des  z.  Or,  si  l'on  décompose  ce  vo- 
lume au  moyen  de  surfaces  cylindriques  infiniment  voi- 
sines et  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z,  l'expression 
du  volume  compris  entre  les  deux  surfaces  dont  les  rayons 
sont  jc,  et  xÀ-dx^  sera  2Tra;e"^Va;;  son  intégrale  est 
— ■Ke^"'.,  et  l'on  aura  le  volume  entier  du  solide,  en  la  pre- 
nant entre  les  limites  o  et  co  ,  ce  qui  donne  7t.  Si  1  on  en 
prend  le  quart,  puis  la  racine  carrée,  on  aura 
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J_°  e-J^^fi. 


On  serait  arrivé  |3rfiscjiie  aussi  promptement  ù  ce  résul- 
tat, (îii  décomposaîit  le  volume  par  des  plans  perpendicu- 
laires à  l'axe  des  z. 

68.  Le  passage  des  quantités  réelles  aux  quantités  imagi- 
naires, fait  avec  la  rigueur  convenable,  peut  encore  conduire 
à  la  détermination  de  nouvelles  intégrales.  Par  exemple, 
on  lire  de  la  formule  précédente,  en  changeant  x  en  .x  ~+-  «, 


"dx 


d'où 

Posons  a  =  ^ —  i  ;  il  vient,  en  olïservant  que 

d'où 

OU,  en  cliangcaiil  x  en  mx  et  am  en  n, 
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La  substitiitioiî  de  «^ — i  à  «  n'a  pas  aUéré  l'ocuualioii, 
parce  que  les  deux  membres  pouvaient  être  développés  en 
séries  convergentes  par  rapport  à  «;,  et  que,  par  conséquent, 
les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  a.  étaient  nécessai- 
rement les  mêmes  de  part  et  d'autre.  Or,  comme  ils  ne 
changent  pas,  quelque  expression  que  l'on  substitue  à  a, 
l'identité  a  toujours  lieu;  et  c'est  pour  cela  qu'en  lui  substi- 
tuant a  \/—  I  elle  existe  encore. 

69.  En  partant  des  valeurs  des  deux  intégrales  définies 
que  nous  avons  données  précédemment,  on  peitt  parvenir 
à  l'expression,  donnée  par  Wallis,  du  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre. 

Ces  deux  formules  sont 


2 

.4 

.6 

.  .5.^- 

3.5. 

7- 

..( 

a*  + 

1) 

1.3. 

(2 

S- Il 

^ 

Lorsque  h  croît  indéfiniment,  elles  tendent  toutes  les  deux 
vers  zéro,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  renversant  les 
fractions,  qui  deviennent  évidemment  infinies  avec  h\  car 
la  première  devient  ainsi 


et  ce  produit  surpasse  — 1-  y  -F  7^  -F  ■  ■ .  -J r  '  qui  croît  in- 

dcfiniiaent  avec  k.  Il  en  serait  de  même  pour  la  seconde. 
Mais  le  rapport  de  ces  intégrales  a  pour  limite  l'unité. 

En  effet,  si  l'on  considère  deux  valeurs  consécutives  de  A, 
les  valeurs  correspondantes  de  l'une  quelconque  des  deux 
intégrales  ont  nu  rapport  qui  tend  indéfiniment  vers  l'imité. 
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à  mesure  que  k  augmente.  Or,  si  l'on  prend  l'exposant  Je  x 
dans  l'autre  intégrale,  compris  entre  les  deux  valeurs  de 
l'exposant  de  la  première,  il  est  clair  que  la  valeur  de  la 
seconde  intégrale  sera  comprise  entre  les  deux  consécutives 
de  la  première,  et  que  son  rapport  avec  cliacune  d'elles 
tendra  vers  l'unité,  comme  le  rapport  qu'elles  ont  l'unie 
avec  l'autre. 

On  peut  encore  s'en  assurer  par  la  considération  sui- 
vante, dont  on  trouve  de  fréquentes  applications. 

Lorsque  k  est  très-grand,  le  numérateur  est  sensiblement 
nul,  tant  que  x  n'est  pas  très-voisin  de  l'unité,  le  dénomi- 
nateur restant  alors  fini,  la  partie  de  l'intégrale  prise 
depuis  zéro  jusqu'à  une  valeur  i  — a,  a  étant  une  quan- 
tité fixe  aussi  petite  que  l'on  voudra,  est  très-petite  par  rap- 
port au  reste  de  l'intégrale  ;  et  le  rapport  de  ces  deux  par- 
ties tend  vers  zéro  en  même  temps  que  k  augmente,  « 
restant  constant  (*).  Pour  comparer  les  deux  intégrales  en 
question,  lorsque  k  augmente  indéfiniment,  il  suffit  donc  de 
prendre  le  rapport  des  parties  de  ces  intégrales  relatives  aux 


;*)  On  a,  en  clTel, 


Le  rapport  do  la  seconde  inlégrale  à  la  première  est  doncphis  grand  que 
11  croit  donc  Indéfiniment  avau  n,  qiielqne  psïit  que  soit  a,. 
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limites  i  —  «  cl  1 ,  puis  de  supposer  que  a  diminue  lîe  plua 
en  plus.  Or  le  rapport  des  diftérenti elles,  et  par  conséquent 
le  rapport  des  parties  que  nous  considérons  des  inté- 
grales, est  une  moyenne  entre  les  valeurs  extrêmes  de  x, 
qui  sont  i  — ■  a  et  i .  Ce  rapport  a  donc  pour  limite  1  ;  et  i! 
en  est  de  même  du  rapport  des  intégrales  entières,  puis- 
qu'on n'en  a  négligé  qu'une  partie  infiniment  petite  par 
rapport  ji  elles-mêmes. 
On  a  donc 


d'où 


"  3. 3. 5. 5. '7.7.9.. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura  un  résultat  trop  faible  ou 
trop  fort,  suivant  que  l'on  prendra  un  nombre  impaii'  ou 
un  nombre  pair  de  facteurs  aux  deux  termes  de  cette  iirac- 
tion. 

Nous  parlerons  plus  tard  d'une  métbode  générale,  qui 
consiste  à  ramener  la  détermination  des  intégrales  définies 
à  l'intégration  d'équations  différentielles  relatives  aux  con- 
stantes qui  se  trouvent  sous  le  signe  de  l'intégration. 


;...(3A--i)(2^  — i)(3y 

;■  +  !) 

3.2.4.6.6.  ..2*. aX- 

2.4.4.6.9.8.8.., 
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INTEGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  QUI  RENFERMENT 
PLUSIEURS  VARURLES  INDÉPENDAMTES, 


70.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  les  différcii- 
liclles  qui  ne  renferment  qu'une  seule  variable  et  qui  sont, 
par  conséquent,  de  la  forme  F{x)dxi,  nous  allons  exa- 
miner maintenant  celles  qui  renferment  plusieurs  variables 
indépendantes,  et  nous  proposer  de  déterminer,  s'il  est  pos- 
sible, la  fonction  de  ces  variables  qui  a  pour  différentielle 
totale  l'expression  donnée. 

Considérons  d'abord  deux  variables  x,j,  et  soit  proposé 
d'intégrer  l'expression 

Mdx  -I-  Ne/j, 

dans  laquelle  ou  a 

On  observera  d'abord  qu'il  n'existe  pas  toujours  une 
fonction  de  x  et  j-  dont  elle  soit  ia  différentielle  :  car,  si 
l'on  désigne  par  «  une  pareille  fonction,  on  devra  avoir 


M  =  -T-'  N=  -r-;  et,  comme-; — ^.- = -i — r-' il  faudra  qu'on 
dx  dy  d.vay        dydx  ■* 

ait  —r-  =  -T-  ■  Si  donc  les  fonctions  M,  N  ne  satisfont  pas 
dy        dx  j  -  r 

à  cette  identité,  il  n'existera  aucune  fonction  de  x  Gtj  qui 

ait  pour  différentielle  l'cxpi'essïon  donnée.  Mais  nous  allons 

voir  que,  si  cette  condition  est  remplie,  la  fonction  cbercbée 
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existe  nécessairement,  et  que  sa  détcrmiDation  se  ramène 
toujours  à  des  quadratures. 

On  remarquera  d'abord  que  cette  fonction,  devant  avoir 
M  pour  dérivée  partielle  par  rapport  à  x,  doit  être  ren- 
fermée dans  l'intégrale  indéfinie  de  Mdx  par  rapport  à  a?, 
y  étant  considéré  comme  une  constante.  Elle  est  donc 

comprise   dans  l'expression  I     MrfxH-.V,  V  étant  une 

fonction  arbitraire  ioj. 

Il  reste  à  déterminer  cette  fonction  de  manière  que  la 
dérivée  partielle  par  rapport  à  y  soit  N.  Or  cette  dérivée 

Jj.      dy  «Ij  Jj.      d^  d,y- 

■K-,r)-«x.,r)  +  Ç- 

Il  donc  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 


T---{-(^..   r)'=0 


Il  existe  donc  nécessairement  une  fonction  de  3:  et  _)■,  dont 
l'expression  donnée  est  la  diitérentielle  ;  et  la  valeur  la  plus 

générale  de  cette  fonction  u  est 

€  étant  une  constante  arbitraire. 

71.  Il  n'y  a  pas  plus  de  difficulté  dans  le  cas  où  li^ 
nomljredes  variables  indépendantes  est  plus  grand.  Soiens, 
par  exemple, 
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U^.^{.,y,z),     n=---^(.,:,r,^),     P-X(->J,^J- 

Il  faudra  d'abord  que  M,  N,  P  satisfassent  aux  conditions 
indispensables 

dM       dN       dU       d'e       ilM   _dF 
dy      •  dx  dz         d.m         dz         dy 

Cela  étant,  la  Ibncîion  clierchée  sera  nécessairement  eom- 

prise  dans  la  formule  /      yi.dx  -H  V,  V  étant  une  fonction 

de  j  et  z,  qu'il  faut  déterminer  par  la  condition  que  les  dé- 
rivées partielles  de  l'expression  précédente,  par  rapport  à 
y  et  ^,  soient  respectivement  N  et  P. 
On  aura  donc 

H  —   /       -~dx^  —  =f       ■—  dx  ~V  — -  :=  W  —  ■>  .ro,,r,  2)  +  -3-  ' 

r"^'™   7r  -J-  —  —    T"^—   /     +  'il  -_-  p  _  -   fr  -i     ■    'i^ 

Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  la  fonction  V  satisfasse 
aux  deux  conditions 

ce  qui  rentre  dans  la  question  précédente.  On  aura  donc 

V:--=  r^^[x„  y,  z)dy  H-J\(.^„  j.,  z)rf^H-C. 

La  fonction  dont  la  difTérentîelle  est  l'expression  donnée 
existe  donc  lorsque  les  trois  conditions  ci-dessus  ont  lieu; 
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el,  si  on  la  désigne  par  u,  ou  aura 

"=  /      ?!.c,r,a)rf5-h  /      4-(^j,j,  s)rfr-;-  I      x(-^"  J"'^)''^-^'^■ 
^'J■.  •'Ji,  "^^z 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  cas  de  m  variables  se  ramcnu 
de  la  même  manière  au  cas  de  m  — ■  i,  pourvu  que  les  coef- 
ficients satisfassent  aux  conditions  qui  expriment  que;  les 
coefficients  diliërentiels  du  second  ordre  de"  la  fonction 
cherchée,  pris  de  toutes  les  manières  possibles  par  rappoi't 
à  deux  variables  dîliërentes,  sont  indépendants  de  l'ordr*; 
des  difïérentiations.  Donc  le  problème  est  toujours  possible 
lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  et  il  est  toujours  ra- 
mené à  de  simples  quadratures. 
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SÉPARATION  DES  VARIABLES 


72.  Lorsque  nous  avons  clierché  k  déterminer  une  fonc- 
lion  inconnue  y  d'une  variable  x,  connaissant  sa  dérivée 
par  rapport  à  x,  nous  avons  supposé  que  celle  dérivée 
était  exprimée  au  moyen  de  x  seulement.  Il  est  facile  de 
ramener  à  ce  cas  celui  où  la  dérivée  serait  le  produit  d'une 
fonction  de  X  par  une  lonclion  de  y.  En  effet,  en  divisant 
par  le  facteur  fonction  de  )',  on  obtient  une  équation  de  la 
forme  suivante,  dans  laquelle  'F{y)  Glf[x)  sont  des  fonc- 
tions connues  ; 


(0  ny^£=n^) 


(2)  ¥{y)drr^/{^)d^.. 

On  dit  alors  que  les  variables  x,  y  sont  séparées. 

Si  maintenant  on  trouve  une  lonction  Fj  (y)  dont  la  dé- 
rivée par  rapport  à  y  soit  F(j"},  et  une  fonction  f,  [x) 
dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  soit  f(x),  l'équation  [i) 
nous  montre  que  F,  (f)  et  fi  (x)  auront  même  dérivée  par 
rapport  à  x,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ;i:,  et  qae,  par  con- 
séquent, elles  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante  ; 
on  aura  donc 

(3)  F,(j)=./(,r)  +  C, 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  On  aura  donc  ainsi 
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t'équation  cherchée  entre  x  et  j,  et  le  protlème  est  ra- 
mené, comme  on  le  voit,  à  celui  qui  a  eié  iraité  précédem- 
ment et  qui  consiste  à  remonter  de  la  dérivée  d'une  fonction 
à  cette  fonction. 

En  prenant  l'équation  sous  la  forme  (2),  les  deux  membres 
sont  les  différentielles  des  deux  fonctions  F, (je),  ./i{x),  re- 
latives à  des  valeurscorrespondantes  de  djc,  dj.  Les  accrois- 
sements finis  quelconques  de  ces  deux  fonctions,  en  pas- 
sant d'un  système  de  valeurs  de;r,  j)' à  un  autre  quelconque, 
sont  donc  égaux,  et  ces  fonctions  ne  peuvent  diiiérer  que 
par  une  constante;  ce  qui  ramène  à  l'équation  (3). 
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CîUHTRE  SI. 

APPUGATJON  GÉOMÉTRIQUE  DES  MÉTHODES  D'INTÉGUATION. 
QUADRATURE  DES  SUHFACES  PLANES.  nECÎIFICATION  DES 
COURBES. 


73.  D'après  ce  que  nous  avons  dît  dans  lo  premier  Cha- 
pitre du  livre  IIÏ,  l'aire  comprise  entre  les  deux  ordonnées 
relatives  aux  abscisses  a:^  et  x  peut  être  reprfisentée  en  cooz-- 

données  rectangulaires  par  j      ydx,  et  en  coordonnées 

obliques  par  sinô  /      j-rfx,  &  désignant  l'angle  des  ases.  L'é- 

yuation  de  la  coui'be  donne  y  en  fonction  de  x,  et  la  qua- 
drature de  la  surface  en  question  est  ramenée  à  une  inté- 
gration. C'est  pour  cela  que  l'on  désigne  souvent  par  le  mot 
quadrature  l'opération  du  Calcul  intégral  par  laquelle  on 
remonte  de  la  différentielle  d'une  fonction  à  une  seule  va- 
riable à  cette  fonction  même. 

Si  l'aire  à  calculer  était  comprise  entre  deux  ordonnées 
et  deux  arcs  de  courbe,  l'expression  de  sa  difl'érentielle  se- 
rait (¥  — f]dx^  en  désignant  par  Y  <i\.  y  les  fonctions  de  a^ 
qui  représentent  l'ordonnée  de  chacune  des  deux  courbes. 
Si  la  nature  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  courbes  cliangeait 
dans  l'intervalle  compris  entre  les  limites,  il  faudrait  par- 
tager cet  intervalle  en  plusieurs  auti'es,  dont  les  limites 
seraient  les  diverses  valeurs  de  x  où  s'opéreraient  ces  chan- 
gements. 

Si  la  courbe  est  donnée  par  une  équation  entre  des  coor- 
données polaires  ô  et  ;',  l'aire  que  l'on  cherche  à  évaluer  est 
celle  de  la  ligure  comprise  entre  deux  rayons  vecteurs  et 
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l'arc  de  la  courbe.  Sa  différentielle  est,  comme  nous  l'avons 

déjà  vu,  r'  ^-  Donc  l'aire  comprise  entre  les  deux  rayons 

correspondant    aux    angles    G(, ,    0    aura    pour    expression 

-   /     ;■'  d$,  I-  désignant  la  fonction  de  9  tirée  de  l'équation 

delà  courbe. 

Si  la  surface  à  évaluer  était  comprise  entre  deux  rayons 

vecteurs  et  deux  courbes,  sa  dilierentielle  serait  ~— — -  dS, 

r  et  r'  désignant  les  rayons  vecteurs  des  deux  courbes,  re- 
latifs à  une  même  valeur  de  6-,  l'aire  clierchée  serait  donc 

exprimée  par  -    /      (r*  —  ï''^)  (?fl,  j- et  r' étant  des  fonctions 

connues  de  6,  déduites  des  équations  des  deux  courbes. 

EXEMPLES, 

Paraboles.  —  Proposons-nous  d'abord  de  calculer  l'aire 
des  paraboles  renfermées  dans  l'équation  générale 


netn  étant  positifs  ;  on  aui 


Si  l'on  prend  l'aire  à  partir  de  x  ;:=:  o,  on  aura  C  ;=  o,  et 
raireterminéeàl'ordonnée  relative  aune  valeur  quelconque 
de  X  aura  pour  expression 

mp'".r"'  mry 

La  partie  du  rectangle  xj  qui  reste,  après  avoir  reiran- 

Calcul  inf.  D.  —  II.  6 
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chê  celle-ci,  que  l'on  trouverait  directement  en  prenant 

X dr,  est ■■■  ;  donc  l'arc  de  la  courbe  divise  le  rec- 

tangle  xy  dans  le  rapport  constant  de  m',  n. 

Si  l'on  considère  au  lieu  de  l'origine  un  point  (a,  6)  de 
la  courbe,  les  aires  comprises  entre  les  ordonnées  ou  les 
abscisses  de  ce  point  et  du  premier  seront  les  différences 

de  quantité  ayant  même  rapport  —  ;  elles  auront  donc 

aussi  ce  même  rapport  entre  elles.  D'où  l'on  voit  que,  si 
l'on  projette  un  arc  quelconque  de  la  courbe  sur  l'axe  des  X 
et  sur  l'axe  des  j^  les  aires  comprises  entre  cet  arc,  les 
ligiies  projetantes  et  Vase  perpcudieulaire  sont  entre  elles 
comme  les  exposants  m  et  n. 

Hyperholcs.  - —  Considéi'ons  maintenant  l'équation  gé- 
nérale y"'x"=:a  des  hyperboles  qui  ont  pour  asymptotes 
les  axes  des  coordonnées;  on  aura 


ï'-"'--'''!' 


Soit  d'abord  n  <C  '",  et  supposons  que  l'aire  commence  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  a,  6;  l'aire  aura  pour  ex- 
pression 

On  voit  alors  que  sa  valeur  est  finiepour  «  =  o,  quoiqu'elle 
s'étende  indéfiniment  dans  le  sens  des  j^  puisque  l'axe 
des  r  est  asymptote  de  la  courbe  :  mais  elle  devient  infinie 
en  même  temps  que  x. 

Ainsi  l'aire  comptée  à  partir  d'une  ordonnée  arbitraire, 
et  prolongée  indéfiniment  vers  l'une  des  deux  asymptotes, 
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est  finie  ou  infinie,  suivant  que  la  coordonnée  comptée  sur 
celte  asymptote  a  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  exposant 

dans  l'équation.  En  cherchant  —  /  x  dj^  on  aurait  l'aire 
comprise  entre  l'arc  et  les  abscisses  menées  par  ses  extré- 
mités; son  expression  serait  — — — .  Ces  deux  aires  sont 

donc  encore  dans  le  rapport  des  exposants  m  eL  n. 

Si  l'on  avait  n^m,  on  arriverait  à  la  même  conclusion. 

Si  l'on  avait  m:^n,  l'équation  serait  de  la  forme  xy=:  p"^ 
et  représenterait  une  hyperbole  équilalère,  puisque  les  axes 
sont  rectangulaires.  On  aurait  alors 


Si  l'on  voulait  que  l'aire  commeneàt  à  l'axe  des  j',  on 
aurait  a=:;o;  ce  qui  faîtvoir  que  l'aire  comprise  entre  une 
ordonnée  quelconque  et  l'axe  des  j  est  infinie. 

Si  l'on  suppose  et  =:  p,  l'aire  commencera  à  l'ordonnée 
menée  par  le  sommet  de  l'hyperbole;  et,  si  l'on  prend  p 
pour  unité,  son  expression  sera  Ix.  C'est  cette  propriété 
qui  a  fait  donner  aux  logarithmes  népériens  le  nom  de  loga- 
rit/unes  hyperboliques. 

Réciproques.  —  Les  paraboles  et  les  hyperboles  que  nous 
venons  de  considérer  jouissent  de  cette  propriété  commune 
que,  si  l'on  projette  un  arc  quelconque  de  ces  courbes  sur 
les  deux  axes,  les  aires  comprises  entre  cet  arc  et  les  coor- 
données parallèles  sont  dans  un  rapport  constant.  Or  il  est 
facile  de  démontrer  qu'elles  sont  les  seules  courbes  qui  en 
jouissent.  En  elFet,  cette  condition  générale  est  exprimée 
par  l'équation 


n  j      y^dx  =  ±:  m  1      x4>-, 
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le  sigue  —  du  second  membre  se  ivapporLaiit  au  cas  où  dj 
et  dx  sont  de  signes  contraires. 

Différentîant  les  deux  membres  en  considérant  le  point 
«,  Ê  comme  immobile,  et  x,  j  comme  seules  variables,  il 
vient 

ny<x  marfj      o-,      «   ^        „       y, 

et  in  lé  g  r  an  l 

en  désignant  par  le  une  constante  arbitraire.  Cette  équation 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


et  représente  des  paraboles  ou  des  liyperboles,   suivant 
qu'on  suppose  que  les  coordonnées  varient  dans  le  mûme 
,  sens  ou  eu  sens  contraire. 

Ellipse.  —  Soit  l'équalion  de  l'ellipse 

b    — __ 
û'j'+ ô'a^';^  «5^''    ou     7^-^a'— 3:=; 

on  aura 

/  jJs:  =  -    I  {Ixsja'  —  a:'. 

Or,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 

Mais 

I  —  =   I .  =  —   Wj;  yd^  —  x-  -1-  a-  arc  sm 

ein  substituant,  il  vient 

Jdr  ^/â'~^ip = ^  ^/;r-":^  -;-  «^  ave  sin  ^  -  Jrf:^  v^-^^-  ■ 
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Réunissant  les  deux  intégrales,  que  l'on  supposera  prises 
à  partir  de  la  même  limite,  et  ajoutant  une  constante  arbi- 
traire, il  vient,  en  divisant  par  2,  puis  multipliant  par  -i 

-    I   d.x  \ja'  —  .r=  = ï —  H arc  sm  ~  -I-  C. 

Si  l'on  veut  que  l'aire  commence  à  l'axe  des  j',  on  aura 

C  =  o.  Si  l'on  fait  ensuite  x=--a^  on  aura  —7-  pour  la 

valeur  du  quart  de  l'ellipse.  L'aire  de  l'ellipse  entière  est 
donc  Tiab  :  elle  devient  ira',  si  &  ^^  rt. 

Le  terme  —-^-. ,  étant  équivalent  à  —1  mesure  le 

triangle  dont  les  côtés  sont  x  et_j';  par  conséquent,  le 
terme  —  are  sîn  -  mesure  le  reste  de  l'aire,  c'est-à-dire  le 
secteur  formé  par  l'axe  des  jk,  l'arc  de  l'ellipse  et  le  rayon 
mené  du  centre  à  l'extrémité  de  cet  arc. 

Hyperbole.  —  Soit  maintenant  l'équation  de  l'iiyperbole 

71—      !  î  —  ^  rr — i 

et,  si  l'on  suitlamÈme  marche  que  pour  l'ellipse,  on  trou- 


/ 


^_^,^w«:-^_«£,(_^ 


si  l'on  veut  faire  commencer  l'aire  au  sommet,  son  exprès 
sien  devra  être  nulle  pour  x  =  a.,  d'où  C  =  —  la ,  et  l'air 
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1  pour  valeur 


Le  premier  teriin;   étant  égal  à   — -i   on   en    conclut  que 

—  1  '— — ~ est  l'expression  du  secteur  compris  entre 

l'axe  transverse,  l'arc  de  l'hyperbole  et  le  rayon  mené  du 
centre  à  l'exlrémilé  de  cet  arc, 

Cyclotde.  —  Considérons  maintenant  la  cycloïde  rappor- 
tée à  son  sommet  A  [fig- 1)  ;  son  équation  dillërenticUe  sera 


d.x        V   2n  — y 


■2.a  étant  le  diamètre  AB  du  cercle  générateur.  L'aire  AMP 
a  pour  expression 

/      ydx     ou       /       dy^^ay  —y'; 

elle  est  donc  identique  avec  l'aire  AQN  relative  au  cercle 
générateur. 

L'aire  totale  ADK  est  donc  égale  à  la  moitié  de  celle  du 
cercle,  ainsi  que  l'aire  symétrique  CHA;  et,  copime  le  rec- 
tangle CHKDC  est  égal  à  41^^%  l'aire  CADC  sera  égale  à 
37ta'  ou  au  triple  du  cercle  générateur. 

Quant  à  l'expression  de  l'intégrale 

on  observera  qu'elle  est  identique  avec 


yGoosle 


DES    LIMITES    DE    SOMMES.  8;? 

elle  rentre  donc  dans  celle  que  nous  avons  calculée  dans  le 
cas  de  "l'ellipse,' en  y   changeant  a:  en  y  —  a.  Ainsi  l'on 


/*V..r 


Si  l'on  prend  l'intégrale  à  partir  de  y  =;  o,  on  aura 


et,  si  l'on  prend  pour  seconde  limite  jK  =  2rt,  la  valeur  de 
l'aire  sera 


e  nous  l'avions  déjà  reconnu. 

Spirale  logarithmique.  —  L'équation  de  cette  courbe 
est,  en  coordonnées  polaires,  r  =  Ae"' ;  l'aire  comprise 
entre  deux  rayons  vecteurs  correspondant  aux  angles  $o  et 
0  aura  donc  pour  expression. 


t/'-"'"' 


4« 

en  désignant  par  ;■„  et  r  les  valeurs  extrêmes  du  rayon  vee- 

Si  l'on  part  de  r„  ==  o,  c'csi-à-dîre  si  l'on  clicrclie  la  li- 
mite de  l'aire  comprise  entre  le  rayon  fixe  ;■  et  un  autre 
rayon  dont  l'extrémité  tend  vers  le  pôle,  tandis  que  sa  di- 
rection tourne  indéfiniment  autour  de  ce  point  asymptote, 

on  trouve] 

carre  du  rayon  vecteur. 
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Rectification  des  courbes. 
74.  Nous  avons  démontré  que  la  différeniielle  d.'un  arc 
de  courbe  plane  est  <,jdx^  -4-  rfj^,  en  supposant  les  axes  rec- 
tangulaires :  elle  sera,  pour  une  courbe  à  double  courbure, 
<Jdx^'+- dj^-i- dz^ .  Lorsque  les  axes  font  entre  eux  des 
angles  quelconques,  on  sait  quels  termes  il  faut  ajouter  sous 
le  radical;  mais  on  suppose  ordinairement  ces  angles  droits. 
L'arc  dont  les  extrémités  correspondent  aux  abscisses  X;,  et 
X  aura  donc  pour  expression,  dans  le  premier  cas, 

et,  dans  le  second, 

I      ^(Zc'  -h  i/j'  -i-  dz' . 

Si  la  courbe  plane  était  rapportée  à  des  coordonnées  po- 
laires, nous  avons  vu  que  la  diiFércntielle  de  sa  longueur 
aurait  pour  expression 


et  sa  longueur  serait,  par  conséquent,  exprimée  par 

r    ^dr^-h  r'dfi\ 
60  et  9  étant  les  valeurs  extrêmes  de  l'angle  5. 


Parabole.  —  Soitd'abovd  la  parabole  ayant  pour  équa- 
tion 

j'^  z:^  :ip.c,     d'oi.i     jdy  ^ pdx,     dx:=: -j 
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\jdx^  ~\-  dj''  : 


rsF-9 


La  longueur  de  l'arc  dont  les  extrémités  correspondant  à 
/(,  elj  aura  donc  pour  expression 

Si  l'on  veut  faire  commencer  l'arc  au  sommet,  on  aura 

C=  —p'\p, 
et  l'expression  de  cet  arc  sera 

Ellipse.  —  L'équation  de  l'ellipse 
donne 


4>- 


ds  :=  \jdx''  -f  ■  «y 


n  désignant  xja^  —  è    par  ae. 
L  abscisse  ^  étxat  toujours  moindre  que  a 


dx  =  «cos^  d^,     t?  z=  ailif^  I  ■ —  e'sin"^. 

Pour  intégrer  cette  expression,  on  développera  le  radical 
en  série,  ce  qui  est  permis,  puisque  le  second  terme  est  plus 
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petit  que  le  premier.  Ou  aura  c 


ei 

par  suite, 

t)^=i- 

I.3.. 

il) 

' 

f 

..3.  ..(2, 

a,4.6... 

—  3) 

^Î4 

CcLte  série  sera  d'autant  plus  convergente  que  t'exceulrici té 
e  sera  plus  petite.   Si  l'on  intègre  à  partir   de  (j  =^  o,   on 


/»"- 


(2m-,)(2»_3). 

.3 

(ï»-3)(2™-4). 

.3 

(a»-,). .3.,     . 

et,  si  l'on  prend  pour  seconde  limite  ç  =  -i  on  aura,  po 
l'expression  du  quart  du  périmètre  de  l'ellipse. 


Si  e  ^  o,  l'ellipEc  devient  le  cercle  dont  le  rayon  est  a,  et 
l'expression  précédente  se  réduit  à  -^j  qui  est,  en  effet,  le 
quart  de  la  circonférence. 
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lljperhole.  —  L'équation  de  l'iiyperbolo 
«loiiiie 


dj-  _  l,Kv 


',(  ^=1  ^Idj:''  -i-  dj^' 


=''ViCT' 


Les  valeurs  de  x  étant  toujoufs  plus  grandes  que  a,  on 

posera  x  = 1  ut  l'on  aura 

tosç 

Si  l'on  développe  en  série  le  radical,  et  qn'on  intègre  à  par- 
tir de  ç  :=  o,  qui  correspond  à  x  =  n,  on  aura 

L  2. 4. 6.., ara  «'"'"■       --J 

«^    «  r*'        54  "^"'"5:4:6"'^  "^"  ■ 

:«.ta„g,--~-j^   "i   ^    ■■i.3,..(.^.^3)co.~--', 

L  2. 4. 6... 2™  c="-'     "" 

Lorsque  x  croit  indéfiniment,  iç  tend  vers  -j  et  s  croit 

sans  limite.  Mais,  si  l'on  cherche  la  diiférence  entre  l'arc  et 
la  partie  de  l'asymptote  comprise  entre  le  centre  et  le  point 
correspondant  de  l' abscisse  de  l'extrémité  de  l'are,  eelte  dif- 
férence tend  vers  une  limite  dont  il  est  facile  d'ohtenir 
l'expression.  En  eiiet,  cette  partie  de  l'asymptote  est  égaie 


} 
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à  ~—'i  *=t,  si  l'on  en  retranche  s,  il  reste 

cosç  3e       e  Jç,      "^  |_  2.4e'  2.4-''    '^  J 

S!  l'on  prend  la  limite  ç  =  -,  i]  vient 

75.   Cycloïde.  — ■  L'équation  de  la  cyclolde  rapportée  à 
son  sommet  est 

dx        y    la  ^y 
d'où 

donc 

X  =  2J^  yÇ^  +  C; 

et,  si  l'on  fait  eomniencer  l'arc  au  sommet,  on  aura 

0  =  0     et     s  —  -}.{i  ay. 

Si  l'on  fait  y  =^  au,  on  aura  la  moitié  du  périmètre  de  la 
cjcloide,  qui  sera  égale  à  ^a.  Pour  une  valeur  quelconque 
dejy,  s  est  double  de  la  longueur  de  la  tangente. 

C'est  à  quoi  l'on  était  déjà  parvenu  par  la  théorie  des  dé- 
eloppées. 

Spirale  logarithmique.  —  L'équation  polaire  de  cette 
courbe  est 

r=  Ae"',      d'où     dr  :=  kae<''^d&; 


ds  -.-.  ^/dr''-hr''M'  =  A^l  -1-  d\c''>dO. 
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Si  l'arc  (iommence  au  pôle,  qui  est  asymptote  de  la  courbe 
on.  aura 

Celle  expression  est  celle  de  la  longueur  de  la  tangente 
menée  à  rextrémité  de  l'arc,  et  terminée  à  la  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur  mené  par  le  pôle.  Ce  résultat  avait 
déjà  été  obtenu  par  la  théorie  des  développées. 

76.  Supposons  maintenant  les  points  déterminés  par 
trois  coordonnées  polaires.  Soient  9  l'angle  formé  par  le 
rayon  vecteur  r  avec  l'axe  des  z,  et  •]/  l'angle  formé  par  sa 
projection  sur  le  plan  XY  avec  l'axe  des  x.  Toute  courbe 
sera  déterminée  par  deux  équations  entre  ?■,  i|i,  0.  Les  équa- 
tions qui  déterminent  généralement  x,  j,  z  en  fonctions  de 
)■,  6,  ({i  feront  connaître  dx^  dj,  dz,  au  moyen  de  ;■,  9,  cj-, 
d>\  dô,  ^4*;  ^*)  ^^  ^^^  substituant  dans  ijdx^  +  d/y'  -+-  dz'\ 
on  aura  l'expression  de  la  différentielle  de  l'arc  en  coor- 
données polaires.  Mais  on  peut  y  arriver  directement  de  la 
manière  suivante  : 

Si  l-'on  conçoit  une  sphère  décrite  du  pôle  comme  centre 
avec  le  rayon  ;',  elle  coupe  le  rayon  r  +  tfr  en  un  point  qui, 
joint  à  l'extrémité  de  r  par  un  arc  de  grand  cercle,  déter- 
mine un  triangle  rectangle  infiniment  petit,  dont  ds  est 
l'hypoténuse  et  dr  un  des  côtés  de  l'angle  droit.  Pour  dé- 
terminer le  troisième  côté,  on  mènera  par  l'axe  des  z  deux 
plans  contenant  respectivement  les  deux  rayons,  et  qui 
comprendront  entre  eux  l'angle  d>^;  puis,  par  l'une  des 
extrémités  de  ce  troisième  côté,  on  mènera  un  plan  paral- 
lèle à  XY  ;  le  côté  cherché  sera  l'hypoténuse  d'un  triangle 
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rectangle  tracé  sur  la  sphère,  et  dont  les  deux  côtés  de 

l'angle  droit  seront  respectivement  rsm8d']i  et  rd6.  On  aura 

donc 


et,  pour  avoir  s,  il  suffira  d'exprimer  deux  des  variables  en 
fonction  de  la  troisième  d'après  les  équations  de  la  courbe, 
et  d'intéiri-er  entre  les  limites  demandées. 
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CHAPITRE  XII. 


CUBATURE  DES  SOLIDES  ET  QUADUATURJi  DES  SURFACES 
COURBES. 


Cubature  des  solides  de  révolution. 

77 .  Considérons  maintenant  le  solide  formé  par  la  révo- 
lution d'une  surface  plane  autour  d'un  axe  situé  dans  son 
plan,  et  que  nous  prendrons  pour  axe  des  x.  L'équation  de 
la  courbe  qui  termine  cette  surface  est  donnée  entre  deux 
coordonnées  a:,  j,  situées  dans  le  plan  TAX,  où  se  trouve 
primitivement  cette  courbe.  Cela  posé,  nous  nous  propo- 
sons d'évaluer  le  volume  compris  entre  deux  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe  de  rotation,  et  qui  est  engendré  par  la 
partie  MNM'JN'  de  la  surface  [fig-  a)  comprise  entre  les 
deux  ordonnées  arbitraires  MP,  NQ.  Pour  cela,  nous  cher- 
cherons l'expression  de  la  diiférentiçlle  de  ce  volume,  que 
l'on  peut  considérer  com.mc  1  accroissement  infiniment 
petit  que  prend  le  volume  V  lorsque  la  variable  x  dont  il 
est  question  prend  l'accroissement  dx.  Soit  QR  =z  dx,  d\ 
sera  considéré  comme  le  volume  engendré  par  la  surface 
NKN'K'.  Mais,  si  par  les  points  N,  N'  on  mène  des  paral- 
lèles à  AX,  on  remplacera  URN'R'  par,  un  rectangle  qui 
engendrera  un  volume  dont  le  rapport  avec  l'accroissemeut 
exact  du  volume  aura  pour  limite  l'iuiité;  ce  que  l'on  dé- 
montre comme  pour  les  aïres.  Mais  le  volume  qu'cngendi'c 
ce  rectangle  a  pour  mesure  it(j-* — J'"')^^iJ'  ^^j'  étant  les 
ordonnées  NQ,  WQ;  doue  le  voluuie  V,  compris  entre 
deux  plans  correspondant  aux  abscisses  3?o,  .r,  a  pour  ex- 
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pression 

{j''—y")dK. 


i'^TT  r  ( 


Si  l'on  veut  avoir  le  volume  total,  il  faudra  prendre  pour 
limites  de  cette  intégrale  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des 
valeurs  de  x  auxquelles  correspondent  des  points  de  la  sur- 
face donnée. 


Ellipsoïde.  —  Supposons  que  la  surface  génératrice  soit 
celle  d'une  ellipse  tournant  autour  d'un  de  ses  axes,  pris 
pour  axe  des  x;  son  équation  sera 


-ï/— '--ï(-ï)^ 


Si  le  volume  doit 

comi 

nencer  au  sommet,  ou  a 

C== 

■  -=^ic"~^- 

Onauralevolum 

e  entier  de  l'ellipsoïde  en  faisant 

ce  qui  donne 

V     4'^^=". 

il  devient  |jïtt', 

si  h 

~(ï,  ce  qui  réduit  rellips( 

splicre  dont  le  rayon  est  a. 

Il  est  à  remarquer  que  la  différentielle  rfV,  ne  renfer- 
mant pas  de  radicaux,  ne  devient  pas  imaginaire  en  dehors 
des  limites  o  et  -|-  aa  ^  elle  ne  fait  que  changer  de  signe,  et 
est  égale,  au  signe  près,  à  celle  du  volume  engendré  par 
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riiyperliolc,  dont  l'cqualioii  serait 

■'"=5 '"'"""'■ 

Il  léstilto  de  là  que,  si  dans  l'expression  de  V  on  donne  à  la 
seconde  limite  x  vint;  valeur  négative,  on  obtiendra  le  vo- 
lume de  l'hyperboloïde,  depuis  cette  valeur  de  x  jusqu'à 
x  =  o\  que,  si  l'on  donne  à  a^ une  valeur  positive  plus  pe- 
tite que  aa,  on  aura  le  volume  de  l'ellipsoïde  depuis  ^  ::^  o 
jusqu'à  cette  seconde  limite;  et  qu'enfin,  si  l'on  donne  à  x 
une  valeur  positive  plus  grande  que  s, a,  on  obtifendra  le 
volume  entier  de  l'ellipsoïde,  diminué  du  volume  de  l'iiy- 
perboloïde  compris  enlri!  x  r—  aa  et  la  seconde  limite. 

Donc,  si  l'on  veut  trouver  la  valeur  qu'il  convient  de 
donner  à  x  pour  que  V  soit  égal  à  un  volume  donné,  ou 
que  l'ellipsoïde  soit  partagé  dans  un  rapport  donné,  ontrau- 
vera  trois  valeurs  réelles  :  l'une  négative,  l'autre  positive  et 
plus  petite  que  aa  et  la  troisième  positive  et  plus  grande 
que  2a;  mais  la  seconde  seule  satisfait  à  la  condition  de 
partager  l'ellipsoïde  dans  le  rapport  demandé,  ou  de  ma- 
nière  que  V  ait  une  valeur  donnée,  pourvu  qu'elle  soit 

moindre  qtie  vnn^è. 

Tore.  — ■  Ce  solide  est  engendré  par  la  révolution  d'un 
cercle  autour  d'une  droite  située  dans  son  plan.  Soit  l'équa- 
tion de  ce  cei'cle 

(^-_e)=.-H(^-ar^:R', 

La  différcnlielle  du  volume  est  {/ig-  3} 

Ca/c.  inf.  D.  -  II.  ~        ■ 
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Or  yiM'dx  est  la  diiïéreiitieile  tîe  l'aire  du  cercle  géné- 
rateur. Donc  le  voluoie  engendré  par  la  partie  du  cercle 
comprise  entre  deux  ordonnées  quelconques  est  égal  à  cette 
aire  multipliée  par  aTiê,  c'est*à-dire  par  la  circonférence  dé- 
crite par  le  centre  du  cercle. 

Si  l'on  veut  avoir  le  volume  entier  du  solide,  il  faut  mul- 
tiplier l'aire  du  cercle  par  la  circonférence  décrite  par  son 
centre,  ce  qui  donne  27t^êR'. 

On  trouverait  le  même  résultat  en  intégrant  la  différeu- 


tiellc  dx  \/R'- —  [x — ■«)*  que  nous  avons  déjà  trouvée  dans 
la  quadrature  de  l'ellipse  et  du  cercle. 

Quadrature  des  swfaces  de  révolution. 

78.  Nous  avons  appelé  aire  d'une  surface  courbe  la 
limite  de  l'aire  d'un  polyèdre  inscrit  ou  circonscrit  à  celte 
surface,  et  dont  les  faces  înlinimcnt  petites  ont  pour  limites 
de  leurs  directions  les  plans  tangents  aux  différents  points 
de  cette  surface. 

Nous  en  avons  conclu  qu'on  peut,  au  lieu  des  éléments 
plans  qui  composent  la  surface  du  polyèdre,  considérer  des 
surfaces  courbes  dont  les  plans  tangents  aient  pour  limites 
ceux  de  la  surface  proposée.  On  pourra  donc  regarder  la 
surface  engendrée  par  la  révolution  d'un  arc  de  courbe 
plane,  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan, 
comme  la  limite  de  la  somme  des  troncs  de  cônes  infiniment 
petits,  engendrés  par  les  côtés  d'un  polygone  inscrit  dans 
cette  courbe-  Si  l'on  désigne  par  J  ^^  y-+-  dy  les  ordonnées 
des  deux  points  extrêmes  d'un  quelconque  de  ces  côtés 
ayant  pour  longueur  ds,  la  surface  du  tronc  de  cône  qu'il 
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engendre  aura  pour  mesure 

2^(7 -i--— Jrfï,     ou     ■iitx'is, 

en  négligeant  l'infimment  petit  du  second  ordre 

L'aire  engendrée  par  l'arc  dont  les  points  extrêmes  0 
pour  abscisses  x^  et  x  aura  donc  pour  expression 


TT   /       jA,      ou      37r  1       jsjd^r 


-dJK 


Ellipsoïde.  — ■  Supposons  que  l'ellipse  dont  l'équaîiou 
est 

toui'iie  autour  de  l'axe  des  x  ;  elle  engendrera  vmc  sui-face 
dont  la  dilférentielle  sera 

Supposons  d'aboi'd  a'^b  et  posons 

Vaire,  commençant  x  =^  o,  aura  pour  expression 

li  ne  tant  pas  ajouter  de  constante,  puisque  l'aire  est  nulle 
pour  X  ■=  o.  On  aura  la  moitié  de  la  surface  de  l'ellipsoide 
en  faisant  x  ■—  «,  ce  qui  donne,  pour  la  surface  entière, 
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Si  e  =3  o,  a  =■-  6,  et  l'ellipsoïde  devient  une  sphère  ;  comme 
d'ailleurs  ^1^^  tend  vers  l'unité  à  mesure  que  e  tend 
vers  zéro,  on  aura  4n«"  pour  la  surface  de  k  sphère  dont 
le  rayon  est  a. 

Supposons,  en  second  lieu,  «  <C  i,  el  posons 

l'eîipresbion  de  l'aire,  à  partir  de  x  ~  o,  sera 

a-    J„         V  èV  a'         V   f''^'  >>'''-   \  a^  k 

Si  l'on  fait  X  :^a,  on  aura  la  moitié  de  la  surface  de  l'el- 
lipsoïde, et  la  surface  entière  aura  pour  exprc'ssion 


On  retrouve  encoi'e  la  surface  de  la  sphère  quand  on 
suppose  c=;0.  En  effet,  la  première  partie  devient  3ïr«'i 
pour  obtenir  la  seconde,  on  développera  <ija^  '-h  h'é^  en 
série,  ce  qui  est  permis,  puisque  6*e',  tendant  vers  zéro,  est 
plus  petit  que  o*,  et  l'on  trouvera  encore  ait  a';  ce  qui  don- 
nera /i^a^  pour  l'aire  totale  de  la  sphère. 

Surface  du.  tore.  —  Supposons  qu'on  fasse  tourner  ;[u- 
tour  de  l'axe  des  x  îe  cercle  dont  l'équation  est 

la  partie  supérîeui'e  engendrera  une  sui'faee  dont  la  diffé- 
rentielle sera 
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La  diffcrcnticlio  de  l'ajrt!  engendrée  par  la  partie  inférieure 

27r[S  —  ^/W—  {x  ^  a)']ds. 

Si  on  les  suppose  comprises  entre  les  deux  mêmes  plans 
perpendiculaires  à  l'axe,  x  et  ds  seront  les  mêmes,  et  la 
somme  des  deux  différentielles  sera  /^tio  ds,  dont  l'intégrale 
est  4T.S.S  -+-C. 

On  aura  la  surface  entière  en  prenant  ,*  égal  h  la  demi- 
circonférence  71  ït,  ei  C  =  o;  ce  qui  donnera 

La  surface  du  solide  entier  est  donc  égale  au  produit  de  la 
circonférence  génératrice  par  la  circonférence  décrite  par 
son  centre. 

On  peut  calculer  séparément  la  surface  engendrée  par  la 
partie  supérieure,  et  par  la  partie  inférieure  de  la  circon- 
férence. En  effet,  la  première  est 

=  i-n{ts  4-R.c-^C>. 

Pour  avoir  la  partie  supérieure  tout  entière,  il  faut  prendre 
pour  X  les  limites  a  —  R,  a  -f-  B ,  et  donner  à  *  la  vaietir 
ît"R,  ce  qui  donne 

Dans  le  calcul  do  la  partie  inférieure,  il  n'y  am'ii  que  le 
second  terme  à  changer  de  .signe,  et  Toi 

37:'eR— 4n'R=. 


Leur  somme  est  47T^SR,  comme  nous  l'avons  déjà  trouvé. 
Leur  diflërencc  est  87rR.%  ou  le  double  de  la  surface  de  la 
splîère  dont  le  rayon  est  R. 

Il  est  remarquable  que  cette  différence  soit  indépendante 
de  la  distance  du  cercle  à  l'axe  de  rotation;  et  cela  tient  à 
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la  symétrie  de  la  courbe  par  rapport  à  une  parallèle  à  l'axe. 
Dans  le  cas  général  où  cette  condition  sera  remplie,  la  dif- 
férence des  surfaces  engendrées  par  les  deux  parties  de  la 
courbe  sera  encore  indépendante  de  la  distance  à  l'axe  de 
rotation, 

Folatne  des  corps  t.enninés  par  des  surfaces 
quelconques. 

79.  Si  l'on  partage  un  corps  en  éléments  iiifiiiinient 
petits  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'un  des  axes  des 
coordonnées  rectangulaires,  nous  avons  vu  qu'on  pourra 
substituer  à  ces  éléments  des  cylindres  ayant  pour  bases  les 
sections  faites  par  ces  plans,  et  pour  hauteurs  les  distances 
de  ces  mêmes  plans,  parce  que  la  limite  du  l'appon  de  ces 
cylindres  aux  éléments  du  corps  est  l'unité. 

Donc,  si  l'on  peut  obtenir  en  fonction  de  x  l'expression 
de  l'aire  de  la  section  laite  dans  le  corp^  par  un  pian  quel- 
conque perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  la  différentielle  du 
volume  sera  F(x)  dx,  en  désignant  par  F  [x)  l'aire  de  la 
section  ;  et  le  volume  du  corps  compris  entre  deux  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  et  correspondant  aux  ab- 


a  pour  expression  /      ^{^)  dx.  Le  pro- 


blème sera  donc  ramené  à  l'intégration  d'une  fonction 
connue  d'une  seule  variable.  Si  l'on  ne  peut  exprimei'  im- 
médiatement l'aire  de  la  section,  on  en  obtiendra  la  valeur 
au  moyen  d'une  première  intégration.  Représentons  par  z 
et  z'  les  ordonnées  de  la  partie  supérieure  et  de  la  partie 
inférieure  de  la  surface.  Ce  sont  des  fonctions  données  de  œ 
el  j^  qui  pourront  être  de  nature  différente.  L'aire  de  la 
section  correspondant  à  une  valeur  quelconque  de  x  aura 
pour  expression  y  (z  —  z')  rfj',  y  variant  seul  et  x  restant 
constant  dans  les  fonctions  z  et  z'.   Les  lim.ites  do  cette 
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intégrale  seront  les  valeurs  correspondant  aux  points  ex- 
trêmes de  la  section;  ces  points  seront,  en  général,  ceux  où 
la  tangente  à  la  courJje  est  parallèle  à  l'axe  des  z^  et,  si  l'on 
considère  l'ensemble  de  toutes  les  sections,  ces  points  se 
projettent  sur  le  plan  XY  suivant  la  trace  du  cylindre  cir- 
conscrit au  corps,  et  ayant  ses  arêtes  paraUèles  à  l'axe  des  z. 
Ces  valeurs  dejf ,  qui  sont  des  limites  de  cette  première  in- 
tégrale, sont  donc  des  lonctions  connues  de  x,  et,  par  con- 
séquent, f[z  —  z']  dj  sera  une  fonction  de  x,  cjue  nous 
supposerons  que  l'on  puisse  former,  et  que  nous  repré- 
senterons par  P(a:).  La  question  est  alors  ramenée  au  pre- 
mier cas,  et  il  suffira  de  calculer  /F  (x)  dx,  entre  les  deux 
limites  données  pour  x.  Ces  deux  intégrations  successives 
s'expriment  de  la  manière  s 


M 


(.-.')4ri 


Ya  et  r  désignent  les  deux  fonctions  de  x  qui  expriment  les 
ordonnées  de  la  trace  sur  XY  du  cylindre  circonscrit  au 
solide,  et  ayant  ses  arêtes  parallèles  à  l'axe  des  z. 

Ce  calcul  n'exige  donc  que  deux  intégrations  de  fonctions 
d'une  seule  variable. 

On  peut  remarquer  que  ce  procédé  revient  à  calculer  la 
somme  des  expressions  de  la  forme  [z  —  z')  dydx^  quand 
on  donne  à  x  tXy  toutes  les  valeurs  comprises  dans  la  pro- 
jection du  solide  sur  XY,  et  variant  par  intervalles  infini- 
ment petits  dx,  dj.  Cette  expression  est  la  mesure  du  pa- 
rallélépipède ayant  pour  base  rfx(ij' et  pour  hauteur  z — s'; 
et  ce  volume  peut  être  substitué  à  l'élément  du  solide  qui 
csfr  compris  entre  les  quatre  laces  latérales  de  ce  parallélé- 
pipède, parce  que  la  limite  de  leur  rapport  est  l'unité.  La 
somme  de  ces  éléments  compris  entre  les  deux  plans  dont 
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t  dx  peut  être  regardée  comme  expri 


-r 


et  la  somme  fie  ces  dernières  expressions,  relatives  à  toutes 
les  valeurs  de  dx,  sera  la  somme  de  tous  les  éléments 
(z  —  z')dxdj  du  solide,  prise  à  la  limite. 

80.  Déterminons  maintenant  l'équation  de  la  trace  du 
cylindre  circonscrit  au  corps  et  parallèle  à  l'axe  des  z. 

Soit  F  (a;,  j-,  z)  =:  o  l'équation  de  la  surface  du  corps  ; 
le  plan  tangent  au  point  (x',  y',  z')  aura  pour  équation 

En  uu  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact  du  cylindre 
et  de  la  surface  donnée,  le  plan  tangent  est  parallèle  à  l'axe 
des  s,  et,  par  conséquent,  —  ^^zrr  o;  les  équations  de  cette 
courbe  seront  donc 

Si  l'on  élimine  z  entre  ces  équations,  on  aura  sa  projection 
sur  XY,  qui  est  la  courbe  demandée.  Supposons  que  son. 
équation  soit  tf  (x,  y)  =  o,  les  valeurs  de  y  qu'on  en  tirera 
seront  les  limites  de  l'intégrale  prise  par  rapport  à  y. 

Quant  aux  limites  Xo,  x,  ce  sont  deux  valeurs  arbi- 
traires. Si  l'on  veut  avoir  le  volume  entier  du  corps,  ces 
limites  correspondront  aux  points  extrêmes  de  la  trace  du 
cylindre,  et  s'obtiendront  en  cbercbant  les  points  de  cette 
courbe  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  y,  ou  encore 
les  points  de  la  surface  où.  le  plan  tangent  est  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  ;r;  ils  seront  déterminés  par  les  trois  équa- 


y  Google 


Si  l'on  avait  pour  objet  de  trouver  le  volume  du  corps 
cjui  se  trouve  renfermé  dans  l'intérieur  du  cylindre  ayant 
ses  arêtes  parallèles  à  l'axe  des  z  et  une  base  donnée  par 
son  équation  sur  le  plan  XY,  les  limites  de  l'intégration 
par  rapport  à^  seraient  les  fonctions  de  x  que  l'on  trou- 
verait en  résolvant  celte  équation  par  rapport  à  J. 


Ellipsoïde.  —  L'équation  de  l'ellipsoïde  rapporté  t 


La  section  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  est 
me  ellipse  ayant  pour  équation 


X  désignant  la  distance  de  ce  plan  à  l'origine,  constante 
pour  une  m.ème  section,  et  variable  d'une  section  à  une 
autre.  On  peut  calculer  l'aire  de  la  section  au  moyen  de  la 
formule  que  nous  avons  donnée  pour  la  quadrature  de  Tel- 
lipse. 

Les  demi-axes  étant,  dans  ce  cas, 


v-s-  V^ 
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ce  sera  la  valeur  de  l'intégrale 


fj- 

.')rfj. 

Resti 

s  donc  à  intégrer 

<['- 

-5)- 

ceqi 

n  donne 

-4-ë- 

-«.+5' 

!=)■ 

Sil' 

on  fait  ^a  ■ 

:=  —  a,x  =  a, 

Icv 

l'elli 

ipsoïde,  et 

■on  expression 

lie. 

On  voit  que  le  ■volume  de  l'ellipsoïde  est  les  deux  tiers 
du  cjlindi'e  droit  circonscrit,  ayant  ses  arêtes  parallèles 
à  l'un  quelconque  des  axes. 

Si  les  axes  ne  sont  pas  rectangulaires,  les  calculs  ne  dif- 
féreront que  par  des  facteurs  constants.  Soient  X  l'angle  de 
l'axe  des  s  avec  l'axe  des  j-,  et  jjl  l'angle  de  l'axe  des  x  avec 
le  plan  YZ.  La  section  faite  par  un  plan  parallèle' à  YZ  aura 
pour  expression 


Ù- 


)rfjsinl, 


et  le  volume  compris  entre  ce  plan,  et  le  plar 
voisin  sera 

Le  volume  cherché  sera  donc  exprira.é  par 

sinfisinl  (       ds:  l       {z—z')dy. 
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Dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  rapporté  à  des  diamètres  con- 
jugués 2(i',  2&',  2c',  OU  trouvera  ^jr«'i'c' sinftsinX. 

Cette  expression  devant  être  égale  à  -^  nabc,  il  eii  résulte 

a'i'c'siuf*  sinX  ^=  nSc,  ce  qui  montre  que  le  parallélépi- 
pède construit  sur  les  diamètres  conjugués  est  constant. 
On  voit  encore  que  le  volume  de  l'ellipsoïde  est  les  deux 
tiers  de  celui  du  cylindre  circonscrit,  ayant  ses  arêtes  pa- 
rallèles à  uii  diamètre  quelconque,  et  ses  bases  parallèles  au 
plan  conjugué  de  ce  diamètre.  Ce  qui  prouve  que  tous  les 
cylindres  circonscrits  de  cette  manière  à  l' ellipsoïde  sont 


81 .  Si  l'équation  de  la  surface  qui  termine  le  corps  est 
donnée  en  coordonnées  polaires  /■,  9,  4*1  il  ^st  convenable 
d'exprimer  la  différentielle  du  volume  dans  le  même  sys- 
tème. Pour  cela,  on  concevra  une  sphère  décrite  du  pôle 
comme  centre  avec  l'unité  pour  rayon,  et  l'on  pai'tagera 
sa  surface  par  des  grands  cercles  infiniment  rapprochés, 
dont  les  plans  passent  par  l'axe  AZ  et  par  des  petits  cei'cîcs 
dont  les  plans  soient  parallèles  à  XY,  et  à  des  distances  in- 
finiment petites  les  uns  des  autres.  L'expression  générale 
des  quadrilatères  qui  composeront  la  surface  de  la  sphère 
sera  sin$dBd^.  On  concevra  ensuite  un  cône  ayant  son 
sommet  au  pôle  et  ce  quadrilatère  pour  base,  et  l'on  cher- 
chera le  volume  du  corps  qui  se  trouve  compris  dans  ce 
cône  indéfini.  La  partie  de  ce  volume  comprise  entre  deux 
sphères  ayant  pom'  rayon  /■  et  7'  M-  dr  aura  pour  mesure 

r=&inS  drdOd-^. 

Si  donc  on  intègre  cette  expression  par  rapport  à  /■  entre  les 
deux  valeurs  r^,  et  ;■,  relatives  aux  deux  surfaces  qui  ter- 
minent le  corps,  on  aura  le  volume  du  corps  compris  dans 
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le  côîiR  que  l'on  a  considcré.  Sa  valeur  ost 

;■  et  /•(,  sont  des  fonctions  connues  de  9  et  il*-  Si  maintenant 
on  intègre  par  rapport  à  0  entre  les  deux  valeurs  relatives 
aux  limites  du  corps,  et  qui  sont  des  fonctions  connues  de  <^^ 


{>■'--,  l)û 


he  wSsultat  de  cette  intégration  sera  une  fonction  de  '^,  que 
l'on  intégrera  entre  les  deux  valeurs  relatives  aux  plans 
entre  lesquels  le  corps  est  renfermé. 

Si  le  pôle  est  dans  l'intérieur  du  corps,  les  limites  de  â 
sont  o  et  7:;  celles  de  4"  sont  o  et  ait-,  et  la  première  limite 
de  p  est  zéro.  Le  volume  est  alors  exprimé  par 


irr 


Hd'èd-h. 


Quadrtiture  rfet  surfaces  courbes  ijunlconques, 

82.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  sens  qu'il  fallait 
attacher  à  l'aire  des  surfaces  courbes,  si  nous  divisons  une 
surface  quelconque  par  des  plans  infiniment  voisins,  per- 
pendiculaires,'les  uns  à  l'axe  des  x,  les  autres  à  l'axe  des  y, 
chacun  des,  quadrilatères  qui  eom.poseront  la  surface,  et 
dont  la  projection  sur  XY  sera  dxdy,  pourra  être  remplacé 
par  la  partie  du  plan  tangent  en  un  quelconque  des  points 
de  la  surface  de  ce  quadrilatère,  qui  aura  la  même  pro- 
jection âxdj. 

Nous  supposerons  que  ce  plan  tangent  soit  mené  au  point 
de  la  surface  qui  se  projette  en  uu  des  sommets  du  qiia- 
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ilrilatère  dx  <ff ,  et  nous  choisirons  celui  dont  l'x  est  le  plus 
pi^ti  t,  ainsi  que  l'y  \,  de  sorte  que,  ces  coordonnées  étant  :c,  y\ 
celles  du  sommet  opposé  soieul  x  -]-  dx  ^  j  4-  dy.  Cela 
posé,  l'aire  d'une  surface  plane  étant  égale  à  sa  projection 
orthogonale,  divisée  par  le  cosinus  de  l'angle  de  son  plan 
avec  le  plan  de  projeclion,  on  aura,  en  désigîiant  par  .î l'aire 
de  la  surface  courbe, 


^.  -T-)  OU  p,  a  étant  les  dérivées  partielles  de  la  fonitioii 
dx    df         '^^  ^  ^ 

de  X  et_j'  qui  représente  l'ordonnée  de  la  surface. 

Âiusi,  pour  obtenir  la  surface  qui  se  projettera  sur  le 
plan  XY  dans  l'intérieur  d'une  courbe,  donnée  par  l'équa- 
tion r^lx^y)  =  o,  on  cherchera  d'abord  la  partie  comprise 
entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  et  distants 
l'un  de  l'autre  de  la  quantité  infiniment  petite  dx.  Pour 
cela,  on  intégrera  par  rapport  à  y,  en  considérant  x  eouiine 
constant,  l'expression  dx dy  ^ i -x- p*  ~i~  f^ '■,  les  limites  de 
celte  intégrale  seront  les  valeurs  de  y  données  par  l'équation 
<f{x,y)  =  o.  Désignons  ces  deux  fonctions  de:r'parj  «,  jd- 
L'aire  comprise  entre  les  deux  plans  sera  donc  une  fonction 
de  X  exprimée  par 


JT^r 


p-"  -i-  5' . 


Si  uiainLcnant  on  intègre  cette  expression  par  rapport 
entre  les  deux  valeurs  relatives  aux  limites  de  la  c(, 
if  (.r,  j')  ;=  o  et  qui  satisferont  à  l'équation 


ésultat  qui  ne  renfei-mera  plui 
e  de  l'airi;  demandée. 
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Si  l'on  veut  avoir  la  surface  eutière  d'un  corps  fini,  il 
suffira  de  prendre,  pour  l'équation  ^ (a;,  j)  =  o,  celle  de  !a 
courbe, dans  l'intérieur  de  laquelle  se  projette  le  corps,  et 
de  considérer,  successivement  ou  en  môme  temps,  la  partie 
iiifërieure  et  la  partie  supérieure  de  la  surface.  Cette  courbe 
se  déterminera,  comme  nous  l'avons  indiqué,  dans  la  m.e- 
sure  des  volumes. 

83.  jipplwnlion  à  la  sphère.  —  L'équation  de  la  splière 


d.v  "           z        ify 

3 

:=^.*y/;7f;:ç=-î" 

trfr           I 

j/rT 

r    * 

r 

J(/K--..'-j' 

Vlf-i' 

i  ce  cas,  les  lijuites  de  y  sont 

-  \jW—~^-'     et      -F- 

VR---  «■; 

r      * 

donc 


Il  reste  donc  à  intégrer  îtR  dx  entre  x  =:;  ^  R,  x  =  +  R, 
ce  qui  donne  anR'  pour  l'expression  de  la  surface  supé- 
rieure; on  trouverait  le  même  résultat  pour  la  surface  in- 
férieure, et  la  surface  totale  est  égale  h  ^it'K''. 
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CHAPITRE  XIII. 

EXEMPLES  DE  LA  DETERMINATION  DES  COURUES 
D'APRÈS  UNE  PROPRIÉTÉ  DE  LEURS  TANGENTES. 


8i.  Pkemiee  exemple.  —  Trouvai'  la  courbe  àoiit.  la 
sous-tangente  est  constante. 

D'après  l'expression  générale  de  la  sous-tangcjite ,  on 
aura,  en  désignant  par  a  sa  valeur  constante,  par  a?  et  j"  ic-, 
coordonnées  du  point  de  contact,  et  par  dy  la  différentielle 
de  la  fonction  qui  représente  l'ordonnée  de  la  courbe, 

séparant  les  variables,  il  vient 


et,  d'après  la  règle  du  n"  72, 

d'où 

équation  de  la  logarithmique. 

DetixiÈME  EXEMPLE.  —  Trouver  la  court 
normale  est  constante. 

Désignant  par  a  cette  valeur  constante,  • 
ydy 


yGoosle 


parabole  qui  a  pour  axe  la  ligne  des  abscisses,  2  a  pour 
paramètre,  et  son  sommet  en  un  point  quelconque  de  l'axe 
des  X. 

TroisiIîmi;  exemplic.  —  lYouver  la  courbe  dont  la  nor- 
male a  une  longueur  constante  a. 
On  aura  dans  ce  cas  l'équation 


riables  étant  séparées,  on  aura,  pai'  la  règle  connue, 


cercle  dont  le''rayon  ,est  «,  et  qui  a  son  c 
quelconque  de  l'axe  Ae%  x. 


QuATitiiîME  EXEMPLE.  —  Trouver  la  courbe  dont  la  tan- 
gente a  une  longueur  constante  a. 
L'équation  sera  dans  ce  cas 


v^ 


Le  second  membre  esl  une  des  différentielles  binômes  dont 
nous  avons  calculé  l'intégrale,  et  en  prenant  le  signe  inl'é- 
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a  déduirons  l'équation  suivante  : 


cette  courbe  est  celle  qu'on  nomme  la  iractrice. 

CiiiQTiiÈME  EXEMPLE.  —  Tfouver  la  courbe  telle,  que  le 
carré  de  l'arc  soit  proportionnel  à  l'ordonnée. 

Il  est  évident  que  l'arc  et  l'ordonnée  doivent  être  nuls 
ensemble,  et  que,  par  conséquent,  l'axe  des  x  doit  passer 
par  le  point  de  la  courbe  qui  est  l'origine  des  arcs. 

En  désignant  par  s  la  longueur  de  l'arc,  la  condition 
donnée  conduit  à  l'équation 

s'  =  ax     ou      .CTTzrtV'; 

pour  éliminer  i,  différentions  les  deux  membres,  il  vient 


ds:^  -  a''  y  ''  dj  -.=  \jdx- 


'=■''' s/vj 


Cette  relation  est  identique  à  celle  que  donnerait  une  cy- 
cloïde  dont  le  cercle  générateur  aurait  pour  diamètre  -vi  et 
dont  la  tangente  au  sommet  serait  l'axe  des  x. 

On  retrouverait,  au  reste,  l'équation  finie  de  la  cycloïde 
en  intégrant  les  deux  membres  de  l'équation  précédente. 

Sixième  exemple.  —  'Ti'ow^er  l' équation  d'une  courbe 
dont  toutes  les  normales  soient  tangentes  à  une  courbe 
donnée. 

Cale,  inf,  D.~  U.  ;j 


y  Google 


La  courbe  à  laquelle  les  normales  d'une  courbe  quel- 
conque sont  tangentes  étant  la  développée  de  cette  der- 
nière, on  voit  que  le  problème  consiste  à  trouver  la  déve- 
loppante de  la  courbe  donnée. 

Soient  x\j'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  la 
couibe  cberchée,  dx',  dj'Xevah  difiërentiellcs,  a,  6  les  coor- 
données du  point  correspondant  de  la  courbe  donnée  dont 
l'équation  est 

(0  F(,,e)  =  o. 

La  normale  aura  pf>ur  équation 
puisqu'elle  passe  au  point  («,  S),  on  aura 

et,  comme  elle  est  tangente  à  la  courbe  (i),  il  s'ensuit 

'^'  5?  "  "^^' 

ce  qui  cliange  l'équation  précédente  en  celle-ci 

,3)  ._..__.,5-y,g=.. 

Entre  les  équations  (i),  (2),  (3),  si  1  on  élimine  a,  S  après 
avoir  remplacé  —  par  sa  valeur  en  a,  S  que  donnera  la  dif- 
férentiation  de  l'équation  (i),  on  aura  une  équation  entre 
x',  y'  et  -~7  appartenant  à  la  développante.  Ce  calcul  est  le 

même  que  celui  auquel  nous  avions  été  conduits  dans  la 
théorie  des  développées.  Nous  allons  reiTecluer  dans  le  cas 
particulier  du  cercle. 

Développante  du  cercle.  — -  L'équation  (i)  devient,  dans 
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d'où 

l'équation  (3)  devient,  en  supprimant  les  accents, 

«^  +  gj-  r^.  «', 
et  l'équation  (2)  sera 

l'élimination  de  «  et  6  conduit  à  l'équation  suivante  : 

Soient  [fig-  4)  B  le  point  du  cercle  à  partir  duquel  on 
fait  le  développement,  M  un  point  quelconque  de  la  dévelop- 
pante et  T  le  point  correspondant  du  cercle,  on  aura 

TM-.  arcBT; 
si  l'on  désigne  l'arc  B!VI  par  s  et  AM  par  r,  on  aura 

/■-=:  .7^  +  T'î       ''^''  =  ^dx  ■+■  y  dj,      da?  -4-  dy''  =  els^; 

l'équation  (4)  devient  alors 

Les  variables  r  et  *  étant  séparées,  si  l'on  intègre  les  deux 
membres,  après  les  avoir  doublés,  on  obtient 

La  constante  C  se  déterminera  par  la  condition  que,  pour 
i  :=  o,  oîi  ait  ?■  :=a-^  ce  qui  donne  C  =  a^,  et,  par  suite. 

Cette  propriété  remarquable  en  i'ait  connaître  une  autre. 
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eu  observant  que  r^  .^-.  a^-i- TM  ==  a' +  15T  ;  en  ellet, 
on  déduU  de  là,  entre  les  ares  BT  et  B>I  ou  .î,  k  relation 
très -simple 

BT'  -  -  ■}.  m. 

L'équation  (4)  peut  être  transformée  en  coordonnées  po- 
laires. En  désignant  l'angle  MAX  par  S,  on  aura 

d'où 

en  intégrant  les  deux  membres,  on  obtient 

1  doit  avoir  en  même  temps 


il  en  résultera 


et  l'équation  de  la  développante  deviendra 

(5)  8^iy';iZ.-^_arccos^. 

C'est  ce  qu'on  déduirait  imniédiateinent  de  la  figure,  en 
observant  qu'on  a  a  ^=TAX.  — ÏAM,  ce  qui  n'est  autre 
chose  que  l'équation  (5). 

L'équation  précédente  ax  +  Sj-  =z=  a^  nous  redonnerait, 
comme  nous  l'avons  vu  dans  la  tliéorie  des  développées, 
l'équation  de  la  développante  en  coordonnées  rectangles. 
Mais  on  peut  la  déduire  de  l'équation  (5)  que  l'on  mettra 
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d'abord  sous  la  forme 


d'où  l'on  tirera,  en  prenant  les  cosinns  des  deux  membres, 

remplaçant  cosQ  par  -,  sinS  par  —  et  r^  par  x^  -H^';  on 

obtient  enfin  l'équation  déjà  trouvée  de  la  développante  du 
cercle 


.Tcos-s/x'-hf—a'  -f-j'sin- ^/-c'-hj'- 

que  l'on  obtiendrait  direetement  on  projeta 
l'ordonnée  du  point  M  sur  le  rayon  AT. 
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LIVRE  IV. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DSFFÉKENTIELLES. 


Dans  les  questions  que  nous  avons  traitées  jusqu'ici,  nous 
avons  eu  occasion  de  reconnaître  qu'il  était  souvent  plus 
facile  de  trouver  la  dérivée  d'une  fonction  que  cette  fonc- 
tion elle-même ,  et  que  cela  tenait  non-seulement  à  ce  que 
l'expression  de  la  dérivée  se  trouvait  être  plus  simple  en 
elle-même  que  celle  de  la  fonction,  mais  encore  parce  que 
sa  reclierche  était  facilitée  par  le  droit  qu'on  a  de  négliger 
certaines  quantités  qui  n'influent  pas  sur  les  résultats  du 
calcul,  et  en  embarrasseraient  considérablement  la  marclie. 
Toutes  les  fois  qu'on  ne  peut  calculer  directement  une 
fonction,  et  que  l'on  peut  parvenir  à  l'expression  de  sa  dé- 
rivée au  moyen  de  la  variable  indépendante,  la  question  est 
ramenée  au  problème  de  calcul  que  nous  avons  traité  précé- 
demment, et  qui  consiste  à  remonter  de  la  dérivée  à  la  fonc- 
tion. Mais  il  n'arrive  que  trop  souvent  que  la  dérivée  elle- 
même  ne  peut  s'exprimer  immédiatement  au  moyen  de  la 
variable  indépendante,  et  que  les  données  du  problème  con- 
duisent seulement  à  une  équation  où  la  fonction  se  trouve 
mêlée  à  une  ou  plusieurs  de  ses  dérivées,  en  même  temps 
qu'à  la  variable  indépendante.  On  a  alors  ce  que  l'on  ap- 
pelle une  équation  dilférentielle ,  et  la  difficulté  se  trouve 
considérablement  augmentée.  Elle  l'est  plus  encore  lorsque 
l'on  a  plusieurs  fonctions  inconnues  d'une  même  variable, 
mêlées  à  cette  variable  et  à  leurs  dérivées  respectives  dans 
un  nombre  égal  d'équations.  Elle  l'est  bien  plus  enfin  lors- 
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([u'il  s'agit  de  fonctions  de  plusieurs  variables  indépen- 
diintes,  et  qu'on  a  des  équations  entre  ces  fonctions  ,  leurs 
dérivées  partielles  et  les  variables.  Et  il  est  facile  de  pré- 
voir que  ces  questions,  inverses  de  celles  de  la  différentia- 
tîon,  doivent  se  présenter  à  chaque  instant. 

Dans  la  Géométrie,  par  exemple,  les  considérations  de  tan- 
gentes, de  courbure,  de  développées,  etc.,  dépendent  des 
dérivées  des  coordonnées  au  nioven  de  formules  connues. 
D'où  il  suit  que  toutes  les  fois  qu'on  voudra  déterminer  une 
courbe  par  des  conditions  dépendant  de  sa  tangente,  de  son 
rayon  do  courbure,  etc.,  si  l'on  admet,  en  outre,  qu'on  par- 
vienne à  exprimer  ces  conditions,  on  n'obtiendra  pas  autre 
chose  que  des  équations  différentielles  ;  et  alors  se  présente 
ce  problème  d'Analyse  ;  «  Elani  donnée  une  équation  entre 
»  une  fonction,  la  variable  dont  elle  dépend  et  plusieurs 
»  de  ses  dérivées  par  rapport  à  cette  variable,  déterminer 
»   cette  fonction,  a 

Souvent  aussi  les  dérivées  ne  se  présentent  pas  d'elles- 
mêmes  dans  l'expression  des  conditions  données ,  et  on 
cherche  aies  introduire  dans  l'espoir  de  trouvera  cela  moins 
de  difficulté  qu'à  introduire  la  fonction  elle-même.  Si  l'on  " 
y  parvient,  la  question  est  ramenée  au  même  problème  de 
calcul  sur  une  et  quelquefois  plusieurs  équations  différen- 
tielles. Les  questions  de  Mécanique  conduisent  presque  tou- 
jours à  ce  même  problème,  parce  que  la  vitesse  et  la  force 
motrice  dans  le  mouvement  d'un  point  matériel  s'expriment 
d'une  manière  générale,  au  moyen  des  défivées  de  ses  coor- 
données par  rapport  au  temps.  Il  résulte  de  là  que  si  le  mou- 
vement d'un  point  est  connu,  c'est-à-dire  si  ces  coordonnées 
sont  données  en  fonction  du  temps,  on  peut,  par  de  simples 
différentiations,  déterminer  la  force  qui  produit  ce  mouve- 
ment; mais  si,  comme  cela  arrive  le  plus  ordinairement,  on 
suppose  la  force  donnée,  et  qu'on  cherche  à  en  déduire  le 
mouvement,  on  se  trouve  ramené  à  ce  même  problème  gé- 
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néral,  inverse  de  celui  du  Calcul  différentiel,  et  qui  a  pour 
objet  de  déterminer  des  fonctions  d'après  des  équations  où 
elles  sont  engagées  d'une  manière  donnée  avec  leurs  déri- 
vées et  les  variables  indépendantes. 

Des  questions  physiques  où  il  n'entre  aucune  considéra- 
tion de  forces  peuvent  encore  ramener  à  ce  même  problème 
d'Analyse.  Ainsi,  lorsque  l'on  connaît  à  un  cerSain  instant 
les  températures  de  tous  le's  points  d'un  corps,  on  peut  ex- 
primer, au  moyen  des  dérivées  partielles  de  la  température, 
par  rapport  aux  coordonnées,  le  llux  de  chaleur  qui  traverse 
un  élément  plan  infinim.ent  petit,  dans  une  direction  quel- 
conque et  en  un  point  quelconque.  Or  on  a  pu  déduire  de 
l'expression  générale  de  ce  flux  l'élévation  de  température 
que  subit  un  élément  infiniment  petit  du  corps  dans  un 
temps  infiniment  petit,  en  négligeant  toutefois  des  quan- 
tités infiniment  petites  par  rapport  à  cette  élévation.  On 
connaît,  par  suite,  la  dérivée  partielle  de  la  température 
par  rapport  au  temps,  et  Von  a  ainsi  une  équation  entre  cette 
dérivée  et  les  dérivées  de  la  même  fonction  par  rapport  aux 
coordonnées.  Le  problème  de  la  détermination  de  la  tempé- 
rature des  divers  points  du  corps  à  une  époque  quelconque 
s'est  donc  trouvé  ramené  à  l'intégration  d'une  équation 
entre  une  fonction  do  plusieurs  variables  indépendantes  et 
plusieurs  de  ses  dérivées  partielles.  On  conçoit  donc  de  quel 
intérêt  il  serait,  pour  le  progrès  des  sciences  mathématiques 
pures  ou  appliquées,  de  résoudre  le  problème  général  de 
l'intégration  des  équations  différentielles.  On  ne  le  peut 
malheureusement  encore  que  'dans  des  cas  bien  restreints; 
et  c'est  cette  étude  qui  va  nous  occuper  maintenant,  en  li- 
mitant toutefois  les  théories  à  ce  qu'elles  ont  de  plus  élé- 
mentaire et  de  plus  essentiel. 
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CHAPITRE  PREMIEU. 

DES  IISTÉOBALlîS  DES  ÉQUATIONS  UIFFÉRBNTIELLES 
D'ORDiiE  QUELCON'QUE. 


85.  Intégrer  une  équation  diiférentielle  entre  deux  va- 
riables X  el^,  c'est  trouver  toutes  les  valeurs  de  j  en  fonc- 
tion de  X  qui  y  satisfont;  ou,  en  d'autres  termes,  c'est  trou- 
ver une  équation  entre  x  et  ^  qui  soit  une  conséquenoe  de 
la  proposée,  et,  réciproquement,  dont  celle-ci  soit  une  con- 
séquence. 

Sous  le  point  de  vue  géométrique,  c'est  trouver  toutes 
les  courbes  dont  les  coordonnées  et  leurs  rapports  différen- 
tiels des  divers  ordres  satisfont  à  cette  équation. 

Considérons  l'équation  générale  de  l'ordre  m,  c'est-à-dire 
celle  où  m  est  l'indice  de  la  dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé 
qui  y  entre,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  puissances  dont 
ces  dérivées  soient  affectées.  Soit  celte  équation 

(,)  Ff,,y,^,i'/-,...,î^':'i^o. 


on  la  diïïërentie  successivement,  les  rapports  ditférentiels 

quantités. 

Toute  fonction  de  x  peut,  en  général,  Ctre  développée  en 
série,  au  moyen  des  théorèmes  de  Taylor  ou  de  Maclaurin. 
Le  premier  est  moins  sujet  aux  exceptions,  parce  qu'on 
peut  choisir  la  valeur  de  x  qui  entre  dans  les  coefficients, 
de  telle  sorte  qu'aucun  d'eux  ne  devienne  infini.  Dans  ce 
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cas,  la  série  sera  nécessairement  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  X  comprises  entre  certaines  limites  détermi- 
nées, et  quelquefois  même  pour  toute  valeui'  de  x. 

Soit  donc  y  la  valeur  la  plus  générale  qui  satisfasse  à 
l'équation  (i).  Si  on  la  suppose  développable  d'après  la  for- 
mule de  Maclaurin, 


et  si  l'on  remplace  tous  les  coefficients  à  partir  de  celui  de 
x^  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  précédents,  détermi- 
nées comme  nous  l'avons  dit,  la  fonction  cliercliée  sera  né- 
cessairement comprise  dans  celles  que  représente  ce  déve- 
loppement, puisque  l'on  n'aura  exprimé  que  des  conditions 
auxquelles  elle  doit  satisfaire.  Et,  réciproquement,  la  fonc- 
tion ainsi  déterminée  satisfait  nécessairement  à  l'équation 
différentielle;  car,  si  l'on  différentie  m  fois  les  deux  mem- 
bres de  l'équation  (2),  on  obtient  précisément  le  dévelop- 
pement de  l'équation  (i)  résolue  par  rapport  à  -j\^- 

L'équation  (2)  donnerait  donc  la  solution  complète  de  la 
question,  si  toutes  les  valeurs  de  y  étaient  développables  de 
cette  manière;  mais,  dans  tous  les  cas,  il  ne  peut  manquer 
que  celles  pour  lesquelles  certains  coefficients  différentiels 
cesseraient  d'être  finis  et  déterminés ,  pour  la  valeur  parti- 

86.  Si  l'on  avait  développé,  d'après  le  théorème  de  Tay- 
lor,  suivant  les  puissances  de  x  ■ — JCo,on  aurait  eu  comme 
conséquence  de  l'équation  (i) 

\±i^'-'K  1.2,  ..(m  — i)    '  ■  ■  ■' 
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les  coefficients  étant  toujours  déterminés  à-  partir  de  l'ordre 
m,  au  moyen  de  l'équation  (i),  et  se  rapportant  à  x^a^oî 
et,  réciproquement,  l'équation J^i)  se  déduirait  de  celle-ci 
par  m  dîiïerehtiations  successives. 

La  valeur  arbitraire  x^  pourrait  bien  être  choisie  de  ma- 
nière qu'aucun  coefficient  de  la  série  ne  devint  infini, 
si  ces  coefficients  ne  dépendaient  que  de  x^  ;  mais  comme 
ils  renferment  encore  la  valeur  correspondante  de  y  et  de 
ses  dérivées,  il  pourra  arriver  qu'une  certaine  fonction 
y  =  <^{^x)^  tout  en  satisfaisant  à  l'équation  différentielle, 
rende  infinis  ou  indéterminés  certains  coefficients  du  déve- 
loppement, quel  que  soit  x^  :  nous  en  donnerons  bientôt 
un  exemple. 

On  voit  par  là  que  les  formules  (a)  et  (3)  peuvent  ne  pas 
renfermer  toutes  les  fonctions  qui  satisfont  à  l'équation  (i). 
Il  est  inutile  de  dire  que  ces  deux  formules  coïncident 
lorsque  toutes  les  solutions  sont  développables  au  moyen 
de  l'une  et  de  l'autre,  puisqu'elles  représentent  alors  identi- 
quement les  mônies  fonctions.  Dans  les  limites  où  elles 
sont  suffisamment  convergentes,  elles  peuvent  servir  à  don- 
ner, pai'  approximation,  la  valeur  de  la  fonction  chercbée. 
^On  donne  le  nom  à'întégrale  générale  de  l'équation  (i)  à 
l'équation  (3),  dont  i'équatiou  (a)  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier correspondant  à  x^  =  o. 

L'équation  (3)  satisfaisant  à  l'équation  proposée,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  m  premiers  coefficients,  jt, 
(  —  j  1  ■  ■  -  j  (  -- — —  ]  )  puisqu'ils  disparaissent  au  moyen  des 
m  différentîations  qui  conduisent  de  l'équation  (3)  à  la  pro- 
posée, nous  en  conclurons  que  l'intégrale  générale  d'une 
équation  différentielle  de  l'ordre  m  renferme  nécessaire- 
ment m  constantes  arbitraires  qui  sont  les  valeurs  de  la 
fonction  et  de  ses  m  —  i  premières  dérivées ,  correspon- 
dant à  une  valeur  de  x  prise  à  volonté. 
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87.  Il  est  facile  de  démontrer  réciproquement  que  toute 
équation  entre  x  et  y  qui  satisfera  à  l'équation  dift'éren- 
tielle,  et  renfermera  m  constantes  arbitraires,  est  identique 
avec  l'intégrale  générale  représentée  par  le  développe- 
ment (3).  En  effet,  si  l'on  conçoit  qu'on  développe,  suivant 
les  puissances  de  as,  la  valeur  de  ^/donnée  par  cette  équation, 
les  m  premiers  coefficients  renfermeront  Xn  et  les  m  con- 
stantes arbitraires,  et  pourront  prendre  toutes  les  valeurs 
possibles,  en  choisissant  convenablement  ces  constantes, 
quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  qu'on  prenne  pour  Xaj 
ils  peuvent  donc  être  regardés  comme  entièrement  arbi- 
.  traires,  et  comme  les  suivants  en  dépendent,  d'après  l'équa- 
tion (i),  le  développement  ne  diiïérera  pas  de  celui  que 
donne  l'équation  (3).  D'où  résuite  celte  importante  propo- 
sition, que  toute  équation  entre  x  et  y  qui  satisfait  à  une 
équation  différentielle  de  l'ordre  m  en  est  l'intégrale  gé- 
nérale lorsqu'elle  renferme  m  constantes  arbitraires,  au 
moyeu  desquelles  il  soit  possible  de  donner  des  valeurs  ar- 
bitraires à  la  fonction  et  à  ses  in— i  premières  dérivées, 
pour  itne  certaine  valeur  de  x. 

88.  La  dernière  condition  exprimée  dans  cette  proposi- 
tion est  indispensable,  parce  qu'une  équation  peut  renfer- 
mer m  constantes  susceptibles  d'être  réduites  à  un  moindre 
nombre  par  des  transformations.  Ainsi,  lorsqu'on  voudra 
s'assurer  si  cette  équation  constitue  l'intégrale  générale, 
il  faudra  la  différenticr  m  —  i  fois,  et  cbercber  si  l'on  peut 
donner  aux  m  constantes  des  valeurs  telles,  que,  pour  une 
valeur  donnée  de  x,  on  en  puisse  tirer  des  valeurs  arbi- 
traires àey  et  de  ses  m  —  i  premières  dérivées.  Et  pour  cela 
il  suffira  de  reconnaître  si  les  m  équations  peuvent  être  ré- 
solues par  rapport  aux  m  constantes,  sans  qu'il  en  résulte 
aucune  absurdité  :  car  alors,  pour  une  valeur  quelconque 
de  X,  on  pourra  choisir  arbitrairement  y  et  ses  m  —  i  pre- 
mières dérivées. 
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Si,  par  exemple,  on  avait  trouvé  qu'une  équation  du  s 
cond  ordi'e  fût  satisfaite  par  la  valeur 
j'  —  Cc'"-hC'e"'^, 
C,  C  étant  des  constantes  arbii 


=  aCe= 


or,  quelque  valeur  finie  que  l'on  donne  à  x,  ces  deux  équa- 
tions donnent  des  valeurs  finies  pour  C  et  C',  si  l'on  n'a  pas 
a  ^;=  a'.  D'où  il  suit  que,  si  a'  est  dilïerent  de  a,  la  valeur 
trouvée  de  y  est  l'intégrale  générale. 

Si  l'on  avait  obtenu  une  solution  de  cette  forme 
j  =  Csina3:-l-C'cosa^, 
on  en  déduirait 

d'où  l'on  tirerait  toujours  des  valeurs  finies  pour  C  et  C, 
pourvu  que  a  ne  fût  pas  nul;  la  valeur  de  j-  serait  donc 
encore  l'intégrale  générale. 

Il  en  sera  de  même  pour  une  expression  de  la  forme 

si  on  la  différentie ,  et  qu'on  prenne,  pour  plus  de  simpli- 
cité, x^  :=  o,  on  trouve 

j"5  -L-Csina -;- C'sina', 

(I).— "— •  ^ 

ce  l'on  tirera  de  là  des  valeurs  finies  pour  C  et  C,  si  i'ôïï 
n'a  pas 
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n  étant  un  nombre  entier,  La  valeur  de  jy  sera  donc  l'intc- 
grale  générale,  excepté  dans  ce  cas  particulier. 

Mais,  si  l'on  trouvait  pour  solution  d'une  équation  du 
troisième  ordre 

X-.C  sin(^  H-  a]  +  C'sin(,^  -I-  a')  -t-  C'sin[^  -I-  «"), 

en  différentiant  deux  fois,  puis  faisant  x  =  o,  on,  aurait 

7-„::r.Csin«-hC'sin«'  +  C"sioa", 

(^\   -Ccosa    I    C'cos^'  ■    rVos^" 


Or,  la  première  et  la  troisième  de  ces  dernières  équations 

étant  incompatibles,  si  on  laisse  y„  et  f  — —  J   indépendants 

l'im  de  l'autre,  on  voit  qu'il  est  impossible  de  déterminer 
les  trois  constantes,  de  manière  que  y  et  ses  deux  premières 
dérivées  aient  des  valeurs  quelconques  pour  a:  t^  o  ;  donc  la 
valeur  de  j  n'est  pas  l'intégrale  générale.  Et  il  est  facile  de 
voir  dans  cet  exemple  que  les  constantes  pouvaient  être  ré- 
duites à  deux;  car,  en  développant  les  sinus,  on  tj'ouve 

j  =  (C  cosa  -1-  C  cosa'+  C"cos«'')  sin* 

-f-(Csiii<î-^-C'sin«'H-0"sina"}cos.ï, 

et  la  valeur  de  y  ne  renferme  réellement  que  deux  con- 
stantes   arbitraii'es,    qui   sont  les  coefficients   de    sinx    et 


89.  Lorsque,  dans  l'intégrale  générale  d'une  équation, 
on  donne  des  valeurs  particulières  à  une  ou  plusieurs  des 
constantes  arbitraires  qu'elle  renferme,  cette  soïutiou  se 
nomme  une  intégrale  particulière. 
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Lorsqu'on  satisfait  à  une  équation  dilïërentieUe  au 
moyen  d'une  équation  qui  n'est  pas  renfermée  dans  l'inté- 
grale générale,  on  a  ce  que  l'on  appelle  une  solution  sin- 
gulière, ou  uiie  intégrale  singulière. 

11  faut  alors,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  que 
des  coefficients  du  développement  (3)  deviennent  infinis, 
ou  indéterminés,  quel  que  soit  x„,  et  par  conséquent  lors- 
qu'on le  remplace  par  la  variable  x.  Et  comme  ces  coeffi- 
cients ne  renferment  que  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  ni, 
il  en  résulte  que  la  valeur  _)■  :=:^  <f  (x),  qui  constitue  une  so- 
lution singulière  d'une  équation  différentielle  de  l'ordre  m, 
doit  satisfaire  en  même  temps  à  celte  équation  et  à  une 
autre  équation  différentielle,  d'un  ordre  inférieur,  dans  la- 
quelle il  n'entre  aucune  constante  arbitraire. 

Si,  par  exemple,  l'équation  proposée  est  du  premier  ordre, 
les  solutions  singulières  ne  pourront  être  données  que  par 
des  équations  entre  a;  et  j^  sans  constante  arbitraire;  et,  par 
conséquent,  une  solution  renfermant  une  constante  arbi- 
traire ne  pourra  Être  que  l'intégrale  générale. 

Mais  si  l'équation  proposée  était  d'un  ordre  supérieur 
au  premier,  la  solution  singulière  serait,  eu  général,  mie 
équation  diil'érentielle ,  d'un  ordre  inférieiu'  d'une  unité, 
qui  donnerait  une  intégrale  renfermant  des  constantes  arbi- 
traires. On  voit  donc  que  les  solutions  singulières  des  équa- 
tions différentielles  de  l'ordre  m  peuvent  être  données  pai' 
des  équations  entre  x,  j  et  m~~i  constantes  au  plus.  On 
ne  peut  donc  toujours  conclure  de  la  présence  de  constantes 
arbitraires  qu'une  solution  est  une  intégrale  particulière 
et  non  une  solution  singulière. 

91).  Nous  allons  maintenant  donner  un  exemple  du  cas 
annoncé  dans  le  n°  80.  Considérons  l'équation  di  lier  eut  i  elle 
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On  en  tire,  par  des  dtiférentiations  successives, 


3  l,f/.« 


^  =  -,ir- 


et  l'on  trouvera,  en  employant  la  formule  (  a  ), 


I  i\  '^      -i 


On  reconnail  facilement  qu'en  posant 


cette  équation  se  réduit  a 

et  cette  valeur  se  trouverait  directement ,  en  posant,  dans 
l'équation  proposée,^ —  x=^  z,  ce  qui  la  réduirait  à 


intégrant  les  deux  membres,  et  ajoutant  une  constante  ar- 
bitraire c  à  l'un  d'eux,  on  aura 


lalculUif.D.^  II.  g 
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Cette  équation  donne  identiquement  les  mêmes  solutions 

que  la  proposée,  pourvu  qu'il  ait  été  permis  de  diviser  par  z' , 
ce  qui  exige  que  z  a\y  y  —  x  ne  soit  pas  zéro.  Si  donc 
y  —  a;  =  o  ne  peut  satisfaire  à  la  proposée,  l'équation  (n) 
en  donnera  toutes  les  solutions  ;  mais,  ûy  —  :c  ^=  o  y  satis- 
faisait, il  y  aurait  des  solutions  qui  pourraient  ne  pas  être 
renfermées  dans  l'équation  (n);  et,  en  effet,  j- — x==^  o  ne 
satisfait  pas  à  cette  dernière,  quelque  valeur  que  l'on  donne 
à  la  constante  arbitraire,  et  satisfait  cependant  à  la  pro- 
posée. Elle  est  donc  ce  que  nous  avons  nommé  solution  sin- 
gulière. 

Cette  solution  n'étant  pas  renfermée  dans  l'intégrale  gé- 
nérale, voyons  ce  que  deviennent  les  coefficients  du  déve- 
loppement le  plus  général  de^,  donné  par  la  formule  (S), 
Or  il  est  évident  que,  si  l'on  fait  j  =  x,  tous  les  coeffi- 
cients différentiels,  à  partir  de  -r-r'  deviennent  infinis;  et 
si  l'on  n'avait  pas  supprimé  le  facteur  commun  {j  —  oc)' 
aux  deux  termes  de  la  valeur  de  --f-^^  elle  se  serait  présentée 
sous  la  forme-- 

Cet  exemple  montre  qu'il  peut  arriver,  comme  nous  l'a- 
vions annoncé  précédemment,  qu'une  valeur  de  y  en  x 
satisfaisant  à  une  équation  différentielle ,  et  développable 
suivant  les  puissances  de  x,  ne  donne  cependant  pas  un 
développement  possible  en  partant  de  l'équation  diiféren- 
tielle  proposée,  et  que,  par  conséquent,  on  ne  peut  ré- 
pondre que  l'intégrale,  dite  générale,  renferme  toutes  les 
solutions  de  l'équation  proposée;  ou,  en  d'autres  termes, 
qu'il  n'existe  pas  de  solutions  singulières. 

91,  S'il  arrive  que  Tune  des  équations  obtenues  par  la 
diffère ntiati on  de  la  proposée  soit  décomposabie  eu  deux 
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facteurs  dont  l'un  soit  d'un  ordre  inférieur  à  l'autre,  et 
qu'on  égale  à  zéro  celui  de  l'ordre  le  moins  élevé,  on  obtient 
une  équation  de  plus  entre  les  dérivées  déjà  considérées;  il 
y  aura,  par  conséquent,  une  arbitraire  de  moins  dans  ce 


développement  de  y^  qui,  en  général ,  ne  s» 
dans  l'autre  développement  qui  renferme  n 

bilraîres. 

Considérons  comme  exemple  l'équation. 


Oui 


m 


'3 


[1  la  diffère ntiant, 


ra  pas  compris 
constantes  ar- 


En  considérant  le  facteur  du  second  ordre 
des  diiférentia tiens  successives, 


l'équalion  {&)  donnera  en  conséquence,  par  le  développe- 
ment de  Maulaunu, 

En  considérant  maintenant  le  facteur  du  premier  ordre,  on 
trouve 

dy  X        d'^y  I         d^  y 

dx       '      2         cW  3         rf.r' 

Mais  il  faut  observer  que  jj'o  n'est  plus  arbitraire,  parce 

,  .  .  dy  ,  . 

quon  a  deux  équations  entre  x,  j",  --i  et  qu  on  en  tire, 

pour  X  =  o, 

(dy\ 
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On  a  donc,  pour  y,  la  valeur  s 
traire  : 


vanle  sans  c 


laquelle  n'est  pas  comprise  dans  l'intégrale  qui  renferme 
une  constante  arbitraire,  et,  par  conséquent,  est  une  solu- 

Autre  moyen  de.  déterminer  les  intégrales  des  équations 
différentie  lies . 

92.  Au  lieu  de  faire  servir  l'équation  différentielle  à  la 
détermination  des  coefficients  du  développement  de  l'inté- 
grale, on  peut  l'employer  à  calculer,  avec  autant  d'approxi- 
mation que  l'on  voudra,  les  accroissements  successifs  de  la 
valeur  de_;^,  et,  par  suite,  cette  valeur  elle-même.  On  n'aura 
pas  ainsi  l'expression  de  y  au  moyeu  de  x^  mais  autant  de 
valeurs  approchées  que  l'on  voudra;  en  d'autres  termes, 
on  connaîtra  approximativement  autant  de  points  qu'on 
voudra  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  que  l'on 
cherche . 

Considérons  d'abord  l'équation  du  premier  ordre,  que 
l'on  peut  toujours  supposer  mise  sous  la  Ibrme 


dy  =  -Ç{^,y)dx. 


Si  l'o 


1  se  donne  à  volonté  la  valeur  ja  correspondant 
à  un  X  arbitraire  Xn,  l'équation  donnera  l'accroissement 
que  prend  y  quand  x  devient  Xo  -H  a  ;  sa  valeur  sera 
dj  =^V  (Xo,  jn)  (X,  en  négligeant  loutelbis  les  quantités  du 
second  ordre  en  «.  Désignant  par  x',  y'  ces  deux  nouvelles 
valeurs  de  x  etj',  l'accroissement  de  )■' relatif  à  nu  ac- 
croissement «  de  x'  aura  pour  valeur 
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en  négligeant  encore  les  quantités  du  second  ordre,  ainsi 
que  l'erreur  encore  plus  petite  provenant  de  la  valeur  de  j' 
dans  laqueEe  on  a  négligé  une  quantité  du  second  ordre. 
En  continuant  ainsi,  et  négligeant  toujours  les  quantités 
du  second  ordre  en  «,  on  aura  autant  de  valeurs  que  l'on 
voudra  àej,  ou  autant  de  points  qu'on  voudra  de  la  courte 
qui  satisfait  à  l'équalion  diilérentielle,  et  passe  par  le  point 
arbitraire  dont  les  coordonnées  sont  Xn-,  Yo.  On  voit  par  là 
qu'une  équation  du  premier  ordre  a  une  infinité  d'inté- 
grales qui  ne  diffèrent  les  unes  des  autres  que  par  la  valeur 
d'une  constante,  gui  est  Vjr  correspondant  à  une  valeur 
de  X  choisie  arbitrairement.  L'expression  générale  de  y, 
résultant  des  calculs  précédents,  est 

le  nombre  des  termes  à  prendre  dépendant  de  la  valeur  de  x 
que  l'on  considère;  et  l'on  aurait  sans  erreur  la  valeur  Aay 
en  fonction  de  x,  si  l'on  pouvait  trouver  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  somme  de  n  -H  i  termes  de  celle  suite,  en 
supposant  na  =  x  —  x^,  et  a  décroissant  indéfiniment. 

93.  Il  est  à  remarquer  que  cette  manière  de  déterminer 
les  diverses  intégrales  de  l'équation  différentielle  s'applique 
à  toutes  les  solutions  ;  les  intégrales  particulières  et  les  in- 
tégrales singulières  s'y  trouvent  également  comprises,  ce 
qui  n'a  pas  lieu  dans  les  autres  méthodes. 

On  procéderait  d'une  manière  semblable  si  l'on  avait  à 
intégrer  une  équation  du  second  ordre,  dont  la  forme  peut 
toujours  être  supposée  réduite  à  celle-ci  : 


=  F    ,.,^,^.        ou     J^. 


On  se  donnerait  arbitrairement  les  valeurs  J-A-y] 
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respondant  à  ^05  et  l'équation  ferait  connaître  l'accrois- 
sement de  --  relatif  à  l'accroissement  a  de  ;»;  on  aurait 
ainsi  la  valeur  de  -;-  correspondant  à  Xi, -{-»■-,  d'ailleurs 

l'accroissement  de  y  serait  connu,  puisqu'on  donne  —• 
On  connaîtrait  donc,  pour  la  valeur  Xa  -+-  a,  les  valeurs  cor- 
respondantes de  _;f  et  ~i  et  l'on  répéterait  indéfiniment 

cette  opération.  On  voit  par  là  qu'il  y  a  deux  constantes  ar- 
hitraires  dans  l'intégrale  d'une  équation  du  second  ordre. 
Le  procédé  que  nous  venons  de  suivre  ne  fait  connaître  que 
par  approximation  les  valeurs  des  intégrales  ;  on  ne  les 
connaîtrait  exactement  qu'en  déterminant  la  limite  de  la 
série  quand  a  tend  vers  zéro,  et  qu'on  pose,  comme  dans  le 
cas  précédent,  na  =  x  —  x^. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  éïideoiment  aux 
équations  de  tous  les  ordres. 
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CHAPITRE  IL 

DES  ÉQUATIONS  DIFVÉREKTIELLES  D'UNE  ÉQUATION 
A  DEUX  VAiHABLES. 


94.  Si  l'on  considère  une  équation  à  deux  variables 
F(x,  j)")  =  o,.  et  qu'on  en  déduise  d'une  manière  quel- 
conque une  autre  équation  qui  renferme  x^y  et  des  dérivées 
de  y  par  rapport  à  x^  cette  dernière  est  ce  que  l'on  appelle 
une  équation  différentielle  de  la  première.  Elle  est  une 
conséquence  de  cette  équation;  mais  celle-ci  n'en  est  pas 
toujours  une  conséquence  nécessaire.  Ainsi  nous  avons  vu 
qu'une  ibnction  de  x  n'a  qu'une  dérivée,  tandis  qu'une  dé- 
rivée peut  correspondre  à  une  infinité  d'intégrales,  qui  dif- 
fèrent par  la  valeur  d'une  constante. 

Si,  entre  l'équation  primitive  et  celle  que  l'on  obtient  en 
diflërentîant  une  fois  ses  deux  membres,  on  élimine  une 
constante  «,  on  aura  une  certaine  équation  différentielle  du 
premier  ordre  de  la  proposée.  Et  généralement,  si  l'on 
différentie  m.  fois  la  proposée,  on  pourra  éliminer  m,  quel- 
conques des  constantes  qui  y  entrent,  et  l'on  obtiendra  ainsi 
«ne  équation  différentielle  de  l'ordre  m  de  l'équation  pri- 
mitive, qui  renfermera  m  constantes  de  moins  qu'elle.  On 
aurait  une  équation  différente  du  même  ordre  si  l'on  éli- 
minait entre  les  mêmes  équations  m  autres  constantes. 

On  doit  même  observer  que  toute  équation  différentielle 
peut  être  considérée  comme  obtenue  de  cette  manière;  car 
nous  avons  démontré  que,  si  elle  est  de  l'ordre /«i  son  in- 
tégrale générale  renferme  m  constantes  arbitraires  qui  ne 
sont  pas  dans  l'équation  différentielle.  Donc  celle-ci  n'a  pu 
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être  déduite  de  l'autre  qu'en  éliminant  ces  constantes  entre 
elle  et  celles  que  l'on  en  aura  tirées  au  moyen  de  m  diffé- 

rentiations  successives. 

Mais  ces  diiFérentiations  peuvent  être  faites  de  bien  dea 
manières  différentes. 

Si,  par  exemple,  on  ne  veut  éliminer  qu'une  constante, 
on  pourra  différentier  l'équation  après  l'avoir  mise  préa- 
lablement sous  telle  forme  que  l'on  voudra;  on  aura  ainsi 
diverses  équations  du  premier  ordre,  et  l'on  éliminera  la 
constante  entre  l'une  quelconque  d'entre  elles  et  l'équation 


r  deux  constantes ,  on  pourra  diffé- 
r  deux  fois  de  suite  l'équation  mise  sous  une  forme 
arbitraire;  on  aura  ainsi  trois  équations  renfermant  les 
deux  quantités  à  éliminer.  Ou  bien  encore  on  éliminera 
d'abord  l'une  d'elles  entre  l'équation  proposée  et  celle  du 
premier  ordre  qu'on  en  déduira  ;  puis,  traitant  de  même  l'é- 
quation ainsi  obtenue,  on  en  éliminera  la  seconde  constante. 
Les  combinaisons  seraient  plus  multipliées  encore  s'il 
s'agissait  d'éliminer  un  plus  grand  nombre  de  constantes. 
Or  nous  allons  démontrer  que,  de  qiièlque  manière  que 
cette  élimination  ait  été  faite,  on  obtient  toujours  la  môme 


équatio 


,J,; 


et  les  constantes  i 


Supposons,  en  eifet,  s'il  est  possible,  qi 
ainsi  à  deux  équations  différentes,  en  éli 
constantes  en  nombre  m,  et  soient  ces  dei 

solucs  par  rapport  a  -j-^j 


parvienne 
les  mêmes 
:  équations  ré- 
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Ces  fonctions  F,  f^  étant  les  dérivées  m''"""  de  la  même 
fonction  y-f  ont  des  valeurs  égales,  quel  que  soit  x.  Soit  ;co 


les  valeurs  correspondantes  que  prennent  j  et  ses  m  —  i 
premières  dérivées,  et  qui  peuvent  être  supposées  égales  à 
des  quantités  quelconques,  en  choisissant  convenablement 
les  m  constantes  éliminées. 

Les  deux  expressions  suivantes  : 

devront  être  égales,  quel  que  soit  Xo,  pour  toutes  les  va- 
leurs données  arbitrairement  aux  quantités  ^oi  ("7~)  '■"■' 

/d--'r\  „.     .    , 

I     ■    _■■     )  et  auxconstantesnoneluninees;  par  conséquent, 

toutes  ces  diverses  quantités  doivent  y  entrer  d'une  manière 
identique.  Mais  elles  y  entrent  de  la  même  manière  que 

■^'^'  '7''"'^       ^-1">  •'!•  ^^s  constantes  non  éliminées  entrent 

dans] 

sions  sont  identiques,  et  les  deux  équations  différentielles, 

résolues  par  rapport  à  y^>  le  sont  par  conséquent;  d'où 

se  déduit  cette  importante  proposition  : 

De  quelque  manière  que  l'on  parvienne  à  une  équation 
différentielle  de  l'ordre  m,  en  partant  d'une  même  équa- 
tion entre  x  et  y^  et  éliminant  les  mêmes  constantes  en 
nombre  m,  on  obtiendra  toujours  la  même. 

95.  Cette  proposition  donne  lieu  à  quelques  remarques 
utiles. 
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En  efl'et,  parmi  toutes  les  manières  d'opérer  ce  calcul, 
choisissons  en  particulier  la  suivante  : 

Éliminons -d'abord  l'une  des  constantes  entre  l'équation 
proposée  et  sa  première  dérivée.  Eliminons  de  même  une 
seconde  constante  entre  l'étjuatioii  obtenue  et  sa  dérivée-, 
puis  une  troisième  constante  entre  la  nouvelle  équation 
ainsi  obtenue  et  sa  dérivée,  et  aiusi  de  suite,  jusqu'à  ce  que 
les  m  constantes  désignées  aient  disparu.  Nous  aurons  ainsi 
l'équation  cherchée  du  m''""  ordre;  et,  par  les  raisons  déjà 
données,  celte  équation,  et  même  toutes  les  intermédiaires, 
seront  identiques  à  cellea  que  l'on  obtiendrait  par  d'autres 
procédés,  en  éliminant  les  mêmes  constantes.  Mais  1  ordre 
dans  lequel  on  élimine  les  m  constantes  détermine  les 
équations  intermédiaires  ;  et  autant  on  peut  faire  de  com- 
binaisons n  k  n  avec  m  lettres,  autant  on  pourra  obtenir 
d'équations  différentes  de  l'ordre  ?j,  dont  chacune  ne  pourra 
d'ailleurs  avoir  qu'une  seule  forme.  On  tire  de  là  cette  con- 
séquence importante  : 

Toute  équation  différentielle  de  l'ordre  m  peut  être  dé- 
duite de  m  étfuaiions  différentes  de  l'ordre  m — -i ,  t/ui  ren- 
ferment chacune  une  constante  arbitraire;  de  — — — 

équations  de  l'ordre  m  —  2,  ijui  en  renferment  deux;  et 

généralement  de '-^^ de  l'ordre  m  —  «, 

renfermant  n  constantes  arbitraii'es . 

96.  D'après  cela,  si  l'on  a  à  intégrer  une  équation  de 
l'ordre  ;«,  on  poinra  chercher  ses  m  intégrales  premières. 
Si  l'on  parvient  à  les  déterminer,  on  aura  m  équations 

entre  x,  r-,  — f-î —^  renfermant  chacune  une  con- 

stante  arbitraire  et  équivalentes  chacune  à  la  proposée; 
par  conséquent ,  en  éliminant  les  ni  —  i  dérivées  de  x ,  on 
obtiendra  une  équation  entre  x  gXj  et  m  constantes  arbi- 
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traires  :  on  aura  donc  l'imégrale  générale  de  l'équalion 
pio  posée. 

Il  esl  quelquefois  plus  facile  de  trouver  les  intégrales 
premières  de  l'équation  de  l'ordre  m  -+-  i  que  l'on  obtient 
en  différentiant  la  proposée;  mais  alors  l'intégrale  générale 
de  cette  dernière  sera  celle  de  la  première,  à  l'un  des  mem- 
bres de  laquelle  on  aurait  ajouté  une  constante  arbitraire-, 
et,  si  l'on  connaissait  l'intégrale  de  l'équation  de  l'ordre 
m-hifOn  aurait  celle  de  la  proposée  en  y  faisant  cette  con- 
stante nulle.  En  conséquence,  on  cherchera  les  m  -i-  i  inté- 
grales premières;  on  en  éliminera  les  m  dérivées  àny.,  puis 
on  supposera  nulle  la  constante  en  question.  Mais  l'une 
des  intégrales  premières  n'est  autre  chose  que  la  proposée 
augmentée  de  cette  constante,  et  se  réduit,  par  conséquent, 
à  la  proposée,  en  supposant  cette  constante  nulle:  donc,  si 
l'on  peut  obtenir  m  intégrales  premières  de  l'équation  de 
l'ordre  m  -t-  i ,  qui  ne  renferment  pas  la  proposée,  il  suffira 
d'éliminer,  entre  celle-ci  et  les  m  intégrales,  les  m  dérivées 
dejy,  et  l'on  aura  l'intégrale  générale  demandée. 

Si  l'on  peut  trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  de 
l'ordre  m -h  i  par  un  moyen  quelconque,  elle  renfermera 
in-hi  constantes  arbitraires;  mais  ces  constantes  seront 
liées  entre  elles  par  «ne  équation  que  l'on  obtiendra  en 
substituant  la  valeur  trouvée  dey  dans  l'équation  proposée , 
de  sorte  que  l'on  aura  seulement  m  constantes  arbitraires, 
comme  cela  doit  être. 
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INTÉGRALES  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS 

DU  PREMIER  ORDRE,  DÉDUITES  DE  L'INTÉGRALE  GÉNÉRALE 

OU  DE  L'ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE. 

97.   Soit 
(I)  F(^,7,«)  =  o 

l'intégrale  générale  d'ime  équation  différentielle  du  premier 
ordre,  a  étant  la  constante  arbitraire  qui,  éliminée  entre 
l'équation  (i)  et  sa  dérivée 

^       £F  <r  _ 

conduit  à  l'équation  différentielle  proposée;  il  s'agit  de 
savoir  si  cette  dernière  peut  admettre  des  solutions  qui  ne 
soient  pas  renfermées  dans  l'intégrale  générale. 

Or  toute  équation  entre  x  ^l  y  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(3)  F(^,r,ç)=o, 

ç  étant  une  certaine  fonction  de  x  et  y^  et  F  désignant  la 
même  fonction  que  dans  l'équation  (i),  oiiron  a  remplacé 
la  constante  a  par  la  fonction  tf.  En  effet,  si  l'on  égale 
F(:r,jy,  y)  à  une  fonction  quelconque,  on  tirera  pour  y  une 
valeiu-  qui  rendra  cette  équation  identique.  On  peut  donc 
supposer  que  l'équation  (3)  représente  une  solution  quel- 
conque de  l'équation  proposée,  et  il  reste  à  voir  ce  que  doit 
être  pour  cela  la  fonction  y. 

En  différentîant  l'équation  (3),  on  trouve,  en  désignant 
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par  -j-  la  iïrîv.ée  totale  de  <f , 

(il  ^  +  ^^4-^1^=0 

^^'  rfj         dy    d.T        drf   dx  ' 

équation  dans  laquelle  on  peut  remettre  la  valeur  o  tirce 
de  (3);  ce  qui  produit  le  même  effet,  dans  les  deux  premiers 
termes  de  (4))  que  si  l'on  lirait  a  de  (i)  pour  le  reporter 

dans  (a).  Done,  pour  l'identité  des  valeurs  de  -— »  il  est  né- 
cessaire et  suffisant  que  la  substitution  de  tf  rende 

.^F   d'if 

(5)  ^=». 

y  étant  regardé  comme  la  fonction  de  x  ehercKée  ■,  ce  qui 
peut  avoir  lieu  de  plusieurs  manières. 

i"  Si— =  o,  13  n'est  autre  chose  qu'une  constante,  et 
dx         ^  ^  ■" 

l'équation  (3)  coïncide  avec  l'intégrale  générale, 

dY 

a"  Si  l'on  égale  à  zéro  -jp!  après  la  siibstitution  de  la 

valeur  de  tf  tirée  de  (3),  ce  qui  détermine  la  valeur  clier- 
cliée  de  j-,  on  a  le  même  résultat  que  si  l'on  déleriuinait  y 

rdans(,^). 

D'où  l'on  conclut  que,  quand  on  a  l'intégrale  générale 
d'une  équation  dilîérentielle  du  premier  ordre,  ou  aura 
toutes  les  autres  intégrales  en  éliminant  la  constante  euLrc 
l'équation  intégrale  et  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  la 
constante,  égalée  à  zéro  ;  ou  sa  dérivée  partielle  par  rapport 
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à  j-,  égalée  à  l'infini.  Néanmoins  il  faudra  s'assurer  si  cha- 
cune de  ces  hypothèses  annule  réellement  le  premier  membre 

de  l'éq^uation  (5)  et  ne  le  réduit  pas  à  -■ 

Il  sera  encore  nécessaire  de  s'assurer  si  les  solutions  ainsi 
obtenues  ne  sont  pas  renfermées  dans  l'intégrale  générale. 
Dans  ce  cas  particulier,  on  aura  une  intégrale  particulière 
au  lieu  d'une  intégrale  singulière, 

98.  Sous  quelque  forme  qu'on  mette  l'équation  (i),  l'ap- 
plication des  règlesprécédentesdoîtiiécessairement  conduire 
aux  mêmes  solutions,  et  c'est  ce  que  l'on  peut  vérifier  en 
observant  que  le  rapport  des  deux  dérivées  partielles  —  5 
■-—  sera  toujours  le  même,  après  avoir  substitué  la  valeur 

Aejr  tirée  de  F  =  o,  quoique  chacune  de  ces  deux  dérivées 
change  quand  on  transforme  l'équation  F  =  o.  En  effet,  si 
l'on  a  une  équation  quelconque  F  (x.jj',  z,  u)  =  o,  le  rap- 
port des  deux  dérivées  partielles  du  premier  membre  par 
rapport  à  deux  des  variables,  w  et  a  par  exemple,  exprime 
toujours,  au  signe  près,  la  dérivée  de  l'une  des  variables  u 
et  z  par  rapport  à  l'autre;  et,  par  conséquent,  après  l'élimi- 
nation de  l'une  des  deux,  il  ne  dépend  pas  de  la  forme  sous 
laquelle  on  présente  l'équation  qui  les  lie. 

Ainsi,  lorsqu'une  transformation  de  l'équation  (i)  fera 
perdre  des  solutions  à  l'équation  — -  =  o ,  elle  les  fera  ac- 
quérir  à  l'équation  ^  =  o. 

99.  L'intégrale  singulière  a  lUie  liaison  géométrique 
très-remarquable  avec  l'intégrale  générale.  En  effet,  en 
éliminant  a  entre  l'équation  (1)  et  sa  dérivée  partielle  par 
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rapport  à  o,  on  a  l'équation  du  lieu  des  intersections  suc- 
eessives  des  courbes  représentées  par  l'équation  (i),  dans 
laquelle  on  fait  varier  a  d'une  manière  continue.  Donc  l'in- 
tégrale singulière  représente  la  courbe  enveloppe  des  inté- 
grales particulières. 

Remarifue.  —  Si  l'on  construit,  d'après  l'équation  diffé- 
rentielle, le  lieu  géométrique  d'une  quelconque  de  ses  inté- 
grales, comme  nous  l'avons  indiqué  précédemmment,  et  que 
l'on  choisisse,  pour  l'ordonnée _jo,  celle  de  la  courbe  enve- 
loppe correspondant,  à  l'abscisse  Xo,  l'équation  devra 
fournir  deux  valeurs  générales  de  — ,  correspondant  l'une  à 

l'enveloppe,  l'autre  h  l'enveloppée,  et  qui  seront  égales, 
pour  le  point  comniim,  à  ces  deux  courbes. 

La  construction  indiquée  fournira  alors  les  deux  courbes. 
Il  y  a  toutefois  une  exception  remarquable  à  cette  propo- 
sition :  elle  a  lieu  lorsque  l'enveloppe  qui  représente  l'in- 
tégrale singulière  est  une  ligne  droite. 

En  effet,  si  l'on  part  d'un  point  de  cette  droite,  deux  va- 
leurs de  -j-  sont  égales  en  ce  point,  et  par  conséquent  les 

deux  valeurs  correspondantes  de  dj  que  l'équation  fera 
connaître  seront  les  mêmes,  comme  cela  a  lieu  en  général; 
mais,  dans  le  cas  actuel,  une  de  ces  valeurs  sera  rigoureu- 
sement exacte,  et  ce  sera  celle  qui  correspond  à  la  ligne 
droite  dont  l'équation  du  premier  degré  donne,  sans  rien  né- 
gliger, dj=^p  dx,  tandis  que,  dans  tout  autre  cas,  on  néglige 
une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  dy.  Il  suit  de  là 
que  le  point  voisin  du  point  de  départ  appartient  i-igoureu- 
sement  à  l'enveloppe,  et  qu'on  se  trouve,  par  conséquent, 
dans  les  mêmes  conditions  qu'en  commençant.  On  voit  donc 
que  ,  dans  ce  cas,  réquatîon  diiférentielle  donnera  l'inté- 
grale singulière  seulement ,  et  aucune  des  intégrales  parti- 
culières ;  et  il  est  clair  que  c'est  le  seul  cas  où  cela  arrive  ; 
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car,  si  le  second  point  n'était  pas  rigoureusement  sur  l'enve- 
loppe, l'équation  ne  donnerait  pas  deux  valeurs  rigoureu- 
sement égales  pour  —■,  quand  on  y  substituerait  les  coor- 
données de  ce  point  ;  donc,  à  la  valeur  suivante  de  x,  on 
trouverait  deux  points  au  lieu  d'un,  et  les  deux  lignes  exis- 
teraient nécessairement. 

100.   L'intégralfi  singulière  peut  aussi  être  déterminée  an 
moyen  de  l'équation  différentielle  elle-même.  Soit  cette 
équation 
(6)  f{x,y,y)^o. 

dans  laquelle  y'  représente  —  ■ 

La  représentation  géométrique  de  la  solution  singulière 
étant  la  courbe  enveloppe  de  celles  qui  représentent  les  in- 
tégrales particulières,  celles-ci  se  coupent  généralement  les 
unes  les  autres;  et,  quand  elles  sont  infiniment  voisines,  le 
point  d'intersection  devient  un  point  de  contact  et  appar- 
tient à  l'enveloppe.  Ainsi  l'équation  (6)  doit  généralement 
donner  pour  une  même  valeur  de  x  et  j  au  moins  deux 
valeurs  différentes  de  j',  et  deux  de  ces  valeurs  doivent  de- 
venir égales  quand  x  etj)'  se  rapportent  à  un  point  de  l'en- 
veloppe, ou,  en  d'autres  termes,  satisfont  à  l'équation  qui 
représente  la  solution  singulière.  On  exprimera  donc  que 
l'équation  (6)  donne  deux  valeurs  égales  pour  jj'',  ce  gui  se 

fera  en  posant  -^-j  :^  o,  Si\f{x,y,y-')  est  une  fonction  dont 

la  forme  soit  unique.  Si  sa  forme  était  multiple,  on  pour- 
rait la  réduire  à  être  unique,  ce  qui  rentrerait  daus  le  pre- 
mier cas  :  on  pourrait  aussi  traiter  successivement  chacune 
des  équations  distinctes  renfermées  Aain.?,  f{x^y^  y')  =,o, 
et  exprimer  qu'elles  donnent  des  valeurs  égales  de  _r',  ou 
bien  qu'une  valeur  de  j''  tirée  del'uue  est  égale  à  une  valeur 
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dejj-'  tirée  de  l'autre.  Si,  par  exemple,  l'équation  (6)  était 
résolue  par  rapport  àj^',  on  ne  pourrait  employer  que  le 
dernier  moyen  et  égaler  ces  valeurs  deux  à  deux.  Dans  tous 
les  eas,  soit  iji^i  Ji  f')  =^  o  une  équation  exprimant  que 
l'équation  (6)  donne  deux  valeurs  égales  àéj',  la  solution 
singulière  devra  satisfaire  à  ces  deux  équations,  et  par  con- 
séquent au  résultat  de  l'élimination  de  j''  entre  elles.  Opé- 
rant donc  cette  élimination,  on  aura  une  équation  entre 
X,  y  qui  renfermera  la  solution  singulière  si  elle  existe.  On 
vérifiera  donc  si  les  diverses  valeurs  àej  en  x  qu'elle  fournil 
satisfont  à  l'équation  (6):  et  sil'on  en  trouve, qui  ne  rentrent 
pas  d'ailleurs  dans  l'intégrale  générale,  on  connaîtra  la 
solution  singulière. 
Soit  comme  exemple 

(7)  y  =  ^y+fix'), 

/' désignant  une  fonction  qui  n'ait  qu'une  seule  valeur  pour 
une  même  valeur  àey'.  Nous  aurons,  pour  condition  d'éga- 
lité de  deux  valeurs  dejr', 

(8)  »+/'(y)=o, 

et  il  faudra  éliminer  j-'  entre  ces  deux  équations.  Il  reste  à 
vérifier  que  l'équation  résultante  en  x,  y  satisfera  à  la  pro- 
posée (j).  Eu  effet,  supposons  que  de  l'équation  (8)  on 
tire  jf^'=^cp(x),  et  qu'où  le  reporte  dans  l'équation  (7),  ou 

(9)  j =*?(-) +/[?(')]. 

En  la  différentiant,  ou  trouve 

Cal  clulnf.  D.  —  11.  lO 
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et,  par  conséquent,  l'équation  (9)  pourrait  s'écrire  ainsi  -. 


X  =  ' 


-(!)■ 


Elle  satisfait  donc  à  l'équation  différentielle  proposée,  et 
elle  en  forme  la  solution  singulière  ;  car  elle  ne  rentre  pas 
dans  l'intégrale  générale,  que  nous  déterminerons  plus  tard. 
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CHAPITRE  IV. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE. 


101.  L'équation  la  plus  générale  du  premier  ordre,  et 
dans  laquelle  le  rapport  diflérentiel  —  ne  passe  pas  le  pre- 
mier degré,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

qdy  +  Fdx=zo,     ou     Q^4-P— o, 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  quelconques  de  x  etj-.  On 
pourra  toujours  y  appliquer  le  procédé  général  qui  con- 
siste à  développer  y  au  moyen  du  théorème  de  Taylor  ou 
de  Maclaurin.  11  arrive  quelquefois  que  la  série  peut  être 
sommée;  quelquefois  aussi  elle  a  une  forme  tellement  com- 
pliquée, qu'on  ne  peut  pas  parvenir  à  la  réduire  à  une 
forme  finie.  Voici  quelques  exemples  dans  lesquels  ce  pro- 
cédé s'applique  sans  difficidlé. 
Soit 


V-^ 

■S.i'  =  o. 

la  diiïérentiant  un  nombri 

:  indëfini  <1 

g-" 

dj 

+  3&a:'=o 

dx'            djl' 

+  661=0 

dv   ,  „  d'r 
dx*             dx' 

+  66  =0 

y  Google 


l48  LIVRE    IV. 

Si  l'on  fait  x  =  o  dans  toutes  ces  équations,  il  vient 


mr 


ld^>-) 


y=y,     I  — « 


1.3.4        Ï.2...-3        Ï...6 
6b  l  a'-x'- 


ou,  en  observant  que  j^  —  —  peut  être  remplace  pai 
constante  arbitraire  c, 


66  / 


L'intégrale  générale  étant  connue,  ou  obtîejidrait  les 
intégrales  singulières  par  la  méthode  que  nous  avons  ex- 
posée précédemment.  Il  est  facile  de  voir  qu'il  n'en  existe 
pas  dans  le  cas  actuel. 


102.   Soit  encore  x  - — h-jf  4-  i^x'"  =  o,  m  étant  entier 
et  positif. 
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On  obtient,  par  la  ditiferenliation, 


d^'-* 


n  étant  plus  grand  que  i . 

Si  l'on  fait  j;  =  o,  jv"  et  tous  les  coefficients  différentiels 

deviennent  nuls  si  l'on  suppose  qu'ils  ne  soient  pas  infinis, 

rf™ r                          ,                 .               m  (m  —  l).  .  .z.i  a 
excepté  -j-^i  dont  la  valeur  devient  ^- — —; 

on  trouve  donc  y  =:^  —  -— — ■  • 

Cette  intégrale  n'a  pas  de  constante  arbitraire  et  n'est 
pas,  par  conséquent,  l'intégrale  générale.  Celle-ci  n'est 
doue  pas  développable  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x.  Et,  en  effet,  si  l'on  intègre  par  les  méthodes 
que  nous  ferons  connaître  tout  à  l'heure,  on  trouvera,  pour 
l'intégrale  générale, 


La  solution  que  nous  avons  trouvée  est  donc  une 
grale  particulière  correspondant  à  c  =  o. 

Il  est  facile  de  voir  qu'il  n'y  a  pas  d'intégrale  a 
lière. 
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Des  jacteurs  propres  à  rendre  iinniédiateinent  intègrahle 
lepreniier  membre  de  l'équation.  Intégration  de  l'équa- 
tion linéaire. 

103.  Si  le  premier  membre  de  l'éijuation  Q  rf^  ■+-  P(/x  =  o 
était  la  dîflëreiitielle  d'une  fonction  An  x  ^Ij,  il  serait  né- 
cessaire et  suffisant  que  cette  fonction  fût  égale  à  une  con- 
stante pour  (jue  l'équation  proposée  fût  satisfaite.  La  con- 
dition pour  que  cette  circonstance  ait  lieu  est,  comme  nous 


l'ai 


rfQ_ 


pliant  le  premier   membre  de  l'équation  par  une  fonc- 
tion V  il  devienne  la  djiférentielle  d'une  fonction  ii,  cette 

équation  sera  équivalente  à  ~  t^w  =  o ,  et  sera  satisfaite, 

soit  en  faisant  du^=o,  d'où  u^^e,  ce  qui  sera  l'inté- 
grale générale,   c    étant  la   constante  arbitraire;    soit  on 

posant-  :::=  o,  ce  qui  donnera  une  solution  singulière,  si 

elle  ne  rentre  pas  dans  la  précédente. 
Ainsi,  par  exemple,  l'équation 

peut  se  metti'e  sous  la  forme 

et  l'on  y  satisfait  en  posant,  soit  F  (x)  =;  o,  soit  i|'(_)')  =  o, 
soit  enfin 

et  ]e  premier  membre  est  une  différentielle  exacte,  puisque 
les  variables  sont  séparées. 
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104.  On  peut  démontrer  qu'il  existe  toujours  un  fac- 
teur u  qui  rond  Q  ifj'  -i-  P  dx  différentielle  exacte.  En  effet, 
il  est  démontré  que  l'équation  proposée  a  une  intégrale 
renfermant  une  constante  arbitraire  c,  et  <jue  nous  repré- 
senterons par  F(.i;,jt',  c)  =  o;  et  l'équation  différentielle 
a  été  obtenue  nécessairement  en  éliminant  c  entre  cette 
dernière  et  celle  que  l'on  a  obtenue  en  la  différentiant, 
après  l'avoir  transformée  préalablement  d'une  manière 
quelconque,  si  on  l'a  jugé  convenable.  Or,  quelque  forme 
qu'on  lui  ait  donnée,  nous  avons  démontré  précédemment 
qu'après  l'élimination  de  c  l'équation  à  laquelle  on  sera 
parvenu  donnera  identiquement  en  x  et^  la  même  valeur 

Cela  posé,  concevons  l'équation  F(x,^,  c)  =  o  mise 

sous  la  forme  y  (j?,  j)  =f,  d'où  -~  dx -h  ~-  dj-  =  o  ;  la 

valeur  de  -^  tirée  de  cette  équation    et  celle  que  donne 

l'équation  proposée  devant  être  égales,  quels  que  soient  x 
elj  [n"  94),  on  aura  identiquement 


Tirant  de  là  Pet  le  reportant  dans  l'expression  Qrfj-t-Pcfx, 
on  obtient 


et,  par  conséquent,  en  i 


Q  'b- 


son  premier  membre  devient  une  différentielle  exacte.  On 
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r  membre  de  l'intégrale  mïsc  sous  la  forme  (f  r=  c. 


voit,  de  plus,  comment  le  facteur  (^  =  -  -ï  est  lié  au  pre- 


lOo.  L'existence  du  facteur  v  étant  démontrée,  il  faut 
chercher  comment  il  est  possible  de  le  de'couvrir. 

il  est  facile  de  former  l'étpation  qui  doit  le  déterminer, 
car  on  doit  avoir  ridentîté 


'':^-<^:5;'    ""    ^:r.- 


(dv     dq\ 


Si  f  renferme  à  la  fois  x  et  j-,  cette  équation  est  aux  diJ- 
férentielles  partielles,  et  plus  difficile  à  intégrer  que  la  pro- 
posée. Il  faut  donc  renoncer,  en  général,  à  la  détermination 
de  ce  facteur. 

Mais,  si  v  ne  doit  renfermer  qu'une  variable,  x  par 
exemple,  il  est  facile  d'en  déterminer  la  valeur.  En  effet, 


^Q\ 


il  est  donc  nécessaire  que  les  coefficients  donnés  P  et  Q 

,  „  .1  /rfP        dQ\       .     .    j, 

soient  tels ,  que  l  expression  (\\~f  —  ~j-  ]  soit  indépen- 
dante de  j. 

Loi'sque  cette  condition  sera  remplie,  on  aura ,  en  dési- 
gnant par  y  (x)  l'expression  précédente, 


;  =  fW. 
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d'où 


.o,^=p 


■f[^]dx. 


le  coefficient  c  étant  arbitraire,  et  disparaissant  d'ailleurs 
de  lui-même. 

En  intégrant,  par  les  procédés  relatifs  aux  différentielles 
des  fonctions  des  deux  variables  indépendantes ,  on  trouve 

j      pÀ'''"''    "dx+ I    q„dr  =  C. 

La  discussion  serait  la  mÈme  pour  les  facteurs   indépen- 
dants de  a:. 

106.  Le   calcul  précédent  deviendrait  plus   simple  s'il 
s'agissait  de  l'équation  dy  -t-Pda:=^  o.   Il  faudrait  alors 


X  et  X,  désignant  des  fonctions  quelconques  de  x.  L'équa- 
tion doit  donc  être  de  la  forme 

En  multipliant   par  le    facteur    c,    qui    devient  e^'^''', 
on  a 

d'où 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  Ih 

r=e-'"-(c-S%,J"'d,.). 

Telle  est  l'inlégrale  générale  de  Vcquation  linéaire  du  pre- 
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mier  ordre.  La  constante  arbitraire  provenant  de  fHdx 
disparaît  d'elle-même,  et  la  constante  G  est  la  seule  qui 
entre  dans  la  valeur  Aey. 

Considérons,  comme  application  très-simple,  la  ques- 
tion suivante  qui  a  été  proposée  aux  géomètres  par  M,  de 
Beaune,  ami  de  Descartes. 

Trouver  une  courbe  toile,  que  (a  sous-tangente  soit  à 
l'ordonnée  comme  une  ligne  constante  est  à  l'ordonnée 
de  cette  courbe,  diminuée  de  celle  d'une  droite  inclinée 
d'un  demi-angle  droit  sur  l'axe  des  x. 

En  prenant  l'origine  au  point  de  rencontre  de  cette  droite 
et  de  l'axe  des  x,  elle  aura  pour  équation  x  =j,et  la  con- 
dition donnée  sera  représentée  par  l'équation 
dy         Y  —  .r  dy 

a  étant  la  valeur  donnée  de  la  ligne  constante. 

Cette  équation  linéaire,  intégrée  par  un  quelconque  des 
procédés  que  nous  avons  indiqués,  donne 


C  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  maintenant  on  prend  pour  axe  des  x'  la  droite  dont 
l'équation  est  jf  =  a?  -t-  «,  et  que  l'on  conserve  la  même  di- 
rection pour  l'axe^des  jf',  on  aura 

jy'^Ce",     x~~    et,parsmte,     /=Ce«''=. 

La  courbe  est  donc  une  logarithmique  dont  les  ordon- 
nées font  avec  l'axe  un  angle  égal  à  un  demi-angle  droit, 

107.  Nous  avons  prouvé  qu'il  existe  dans  tous  les  cas  un 
facteur  propre  à  rendre  le  premier  membre  intégrable. 
Voyons  s'il  n'en  existe  qu'un  seul. 
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Soit  c  une  première  fonction  telle,  que  i'{(^dj  -i-Prfx) 
soit  la  différentielle  d'une  fonction  w  de  xely;  il  est  d'a- 
bord évident  «jiie  le  facteur  f  ç  [a)  rendra  encore  le  premier 
membre  intégrabic  :  car,  puisque  v  ((^ dy  -i- V dx]  =  ^m, 
on  aura  ftf  [m)  [Qdj  -\-V  dx)  z^  f{u)  du,  ce  qui  est  la  dif- 
férentielle de  ^cf  (m)  du. 

Soit  maintenant  V  une  autre  fonction  quelcon«juo  telle 
que  V  (Q  dj-  -j-  P  dx)  ^=  dU,  U  désignant  une  fonction  de 
X  et  J-.  On  en  déduit  l'identité 


Or,  le  second  membre  étant  une  différentielle  exacte,  le 
premier  qui  lui  est  identique  en  x  ety  devrait  aussi  en  6tro 

une;  ce  qui  ne  saurait  être  si  -  n'était  pas  une  fonction  de 

la  fonction  u  seulement.  Ce  dernier  point,  qu'on  admet 
assez  ordinairement  comme  évident,  a  cependant  besoin 
d'être  plus  rigoureusement  établi. 

n  s'agit  de  prouver  généralement  que,  sil'on  a  «=:/[.j;,j'), 

l'expression  F  {x,y-)du^  *^^^{^jy){~r  dx -+- —  dy] ,  ne 

peut  être  une  différentielle  exacte  relativement  aux  deux 
variables  a:  et  j,  si  l'on  n'a  pas 

quelle  que  soit  d'ailleurs  la  fonction  'p. 

En  effet,  éliminonsjf^  au  moyen  de  l'équation  u  ^f{pc.,y)  ; 
F  [x,j)  deviendra  une  fonction  de  h  et  x,  ij>(u,  x).  L'ex- 
pression qui  était  une  diliérenticlle  exacte  relativement  à  x 
et  j  le  sera  relativement  à  x  et  m;  cf  {«,  x)  (/«  sera  donc 
une  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  deux  variables 
indépendantes  X et  h;  mais,  ifx  n'entrant  pas  dans  cette  dif- 
férentielle, son  coefficient,  ou  la  dérivée  partielle  de  la 
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fonction  par  rapport  à  x,  est  donc  mil,  et  par  conséquent 
cette  fonction  est  indépendante  de  x;  d'où  résulte  que 
ç  (m,  x)  ne  renferme  que  h,  et  par  conséquent  que  F  (x,_y) 
est  une  fonction  de  u  ou  de  f{x,j). 

Ainsi,  en  revesant  à  notre  question  particulière,  si  un 
facteur  c  donne  au  premier  membre  la  forme  de  la  diilé- 
rentîelle  d'une  fonction  u  de  x,  ^,  les  facteurs  qui  jouissent 
exclusivement  de  la  mÈme  propriété  seront  de  la  forme 
fç  (it),  (^  désignant  une  fonction  arbitraire. 

L'équation  proposée  devient  ainsi 

du  =o,     ou     <f{u)dii=^o, 

d'où  l'on  déduit  également  u  =:  c,  c  désignant  une  constante 
arbitraire. 

Tous  ces  facteurs  conduisent  donc  au  même  résultat,  et 
ils  ne  dîifèrent  entre  eux  que  par  le  facteur  cf  [u)  qui  est 
bien  une  fonction  de  x,j,  mais  qui  se  réduit  à  une  con- 
stante arbitraire  en  vertu  de  l'intégrale  u:=c.  On  voit  que, 
si  l'on  connaissait  deux  facteurs  différents  qui  rendissent 
le  premier  membre  de  l'équation  intégrable,  eu  égalant  leur 
rapport  à  une  constante  arbitraire,  on  obtiendrait  1  inté- 
grale générale. 


y  Google 


INTÉG-r.ATiOM    ) 


CHAPITRE  V. 

INTÈGBATION  DES  ÉQUATIONS  HOMOGÈNES  ET  DE  L'ÉQUATION 
LINÉAIHE  PAR  LA  SÉPARATION  DES  VARIABLES. 


108.  On  parvient  quelquefois,  par  im  changement  de 
variables,  à  ramener  aux  quadratures  l'intégration  de  l'é- 
quation donnée,  c'est-à-dire  à  séparer  les  nouvelles  variables 
dans  l'équation  transformée. 

Considérons  d'abord  une  équation  homogène  quelconque 

M<;^  +  ïïrfj-  — o, 

c'esl-à-dire  telle,  que  M'  et  N  soient  des  fonctions  homo- 
gènes du  même  ordi'e  m  de  x,j.  On  sait  qu'une  fonction 
homogène  de  l'ordre  m  des  variables  :c,  7,  z, .  . .  est  celle 
qui  se  trouve  multipliée  par  le  facteur  g""  quand  on  change 
respectivement  les  variables  en  gx,  gy,  gs, 

Posons jf^:^  ux,  d'où  dy  =  udx  +  x  du. 

Les  fonctions  M  et  N  seront  égales  à  x"'  multiplié  par  des 
fonctions  de  w  ;  et  l'équation  divisée  par  x'"  prend  la  forme 

OU 

dx  f(„)du  __ 

et  les  variables  sont  séparées. 
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tf  désignant* une  fonction  connue. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  toutes  les  courbes  renfer- 
mées dans  cette  équation,  et  correspondant  aux  diverses 
valeurs  de  la  constante  c,  sont  semblables  et  ont  l'origine 
pour  centre  de  similitude. 

En  effet,  si  l'on  mène  par  ce  point  une  sécante  quel- 
conque, les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  ces  diffé- 
rentes courbes  sont  entre  elles  comme  les  valeurs  des  con- 
stantes correspondantes,  puisque  le  rapport  —  est  le  même; 
les  distances  à  l'origine  sont  donc  aussi  dans  le  rapport  de 
ces  constantes,  et,  par  conséquent,  toutes  ces  courbes  sont 
semblables  et  ont  l'origine  pour  centre  de  similitude. 

Le  premier  membre  est  devenu  une  différentielle  exacte, 
en  le  divisant  d'abord  par  x"",  puis  par 

:,[¥[,) -t-u/Ml     ou     rf(j)+j/(j)- 

Donc,  en  somme,  il  a  été  divisé  par  Mj::  ~h  ^y. 

Ainsi  le  facteur  propre  à  rendre  le  premier  membre  im- 
médiatement intégrable  est^rj =— ■  SiMdx'+~'S>idjr  était 

une  différentielle  exacte,  ~ rr-  et  i  seraient  deux  fac- 

'  M.r  -1-  Nj 

teurs  qui  rendraient  le  premier  membre  intégrable;  leur 
rapport  serait  donc  égal  à  une  constante,  et  l'intégrale  géné- 
rale serait,  par  conséquent,  Mx  ■+■  Hj  =  c. 
Mdx  -I-  Nrfr   , 
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exacte,  la,  condition  connue  conduit  à  l'équation 

rfM  dM  dN  d^ 

"'d^  '^  ■*'  dy   ^"^  Hx         ■^  dy 

M       ^  ~"  n' 

Ainsi,  qiielle  que  soit  la  fonction  homogène  M  du  degré  m, 

l'expression  ■ -  est  constante.  On  en  connaîtra 

la  valeur  en  prenant  la  fonction  particulière  x",  et  l'on 
trouve  m.  Donc  on  aura  généralement 

-ai        dm 

^  --  4-  ^  ^  =  ™     ' 
et  l'on  retrouve  ainsi  le  théorème  des  fonctions  homogènes. 
110.  Premier  exemple.  —  Soit 

(a-r-i-  by)dx^[mx  +  ny]dy. 
En  posant 

y  =^ux,     d'où     dy  =^  udx  +  X du , 

,, ,        ^.  .     li.r         a.v-t-  6,7    1      .       1 

1  équation  proposée  -;-  ^  ■ ■  deviendra 

■*  il  ^j.         m3:—\-  ny 

du  _a-^hu  d»  _  a  -i-  (b  —  m)  Il  ^  nu' 

dx        m  +  nu  rfc  m  +  nu 


d'où  l'on  tire 


les  variables  étant  séparées,  on  intégrera  les  deux  membres, 
ce  qui  n'ollrira  aucune  difficulté.  On  remplacera  ensuite  m 

par  — )  et  l'on  aura  l'ùitégrale  générale  de  l'équation  pro- 
posée. 
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m.   Deuxième  exempla.  —  Soit 

X  dy  —  j  .dm  =  dDC  ^x'  -H  j'' . 

Cette  équation  élaiH  encore  homogène  relativement  à  x 
et  j',  on  posera  j^'  =  ux,  et  l'on  obtiendra,  toute  réduction 
faite, 

xdu^dxs/i^u,      ou       ^-^-__-, 

intégrant  les  deux  membres,  et  désignant  par  c  une  con- 
stante arbitraire,  il  vient 

log^=:log(«-î- Vu-"')' 
d'où 

a:  =  ciu  +  ^/i  +  u--)  =  c(-L  +  ^i-i--lyj. 
On  en  tire  successivement 

jt'  =  c  ( j  +  ^x''  -h  y'),      (j-'  —  cyY  =  c'  (x'  +  j=) 

112.  Troisième  exemple.  —  On  peut  quelquefois,  par 
une  transformation  simple,  rendre  homogène  une  équation 
qui  ne  l'est  pas.  Soit,  par  exemple, 

(a jT  -f-  Ôj-  +  m  )  (ir  =  [px  -1-  ç  j  -H  n }  rfj  ; 

pour  faire  disparaître  les  ternies  indépendants  de  x  et  _y, 
soient 

X  1:=  a/  +  a,     y  =:  j'  ■+■  ê,      d'où     dx  =  djc' ,     dy  =;  dy' , 
et  déterminons  a  et  S  par  les  deux  conditions 

««-+-  ig-i-m  =  o,     /ïa-t-çÊ-i-H  =0, 
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qui  donnent 

^nh  —  mq       B  __  mp  —  na 

aq—  bp'       "          aq  —  bp' 

■IBLLES. 

et  supposons  d'abord  que  l'on  n'ait  pas  a([  — 

.Sp  = 

0  :=.  o.  L'é- 
quation proposée  so  trouvera  ramenée  à  la  suivante  : 
[a:t'  ■+-  b/  )  dv'  =  {px'  +  qx')  df , 

qui  est  homogène,  et  que  l'on  intégrera  comme  précédem- 
ment; puis  on  remplacera  x'  et  y'  par  x  —  ^t  J- — S; 
mais  cette  transformation  serait  impossible  si  l'on  avait 
aq  ■ —  hp  =  o.  Dans  ce  cas,  l'équation  proposée  devient,  en 

remplaçant  q  par'sa  valeur  — , 

{>,^  ^  by)iad^~  pdf]  -^  a{ndf  -  mdx). 
On  posera  alors 

ax-^-  hy=r.z,     dou     dy=^—-^ , 

et  l'éliînination  de^  donnera 

[an-^pz)dz 


\-{b^p)z 


les  variables  étant  séparées,  le  problème  est 
des  quadratures. 

Dans  le  cas  généra!,  on  aurait  encore  pu  rcndi 
tion  bomogène,  en  posant 


ax  -h  by  + 

m  =  t. 

p^  ■^qX  +  'l  =  u 

l'on  tire 

aq- 

-h  du 

aq  —  bp 

et  l'équation  proposée  se  trouve  transformé 
vante,  qui  est  homogène  ; 

{pu  H-  qt)dt=:{au  -[-  bl)  du. 
Calcul  i,if.  ï>.  -  [I. 
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1 13.  Prenons  pour  application  géométrique  une  question 
qui  a  beaucoup  occupé  les  géomètres  à  l'origine  du  Calcul 
intégral,  et  qu'ils  appelaient  le  jproJ/ème  des  trajectoires. 
H  s'agit  de  prouver  une  courbe  qui  coupe,  sous  un  angle 
donné,  toutes  celles  qui  sont  renfermées  dans  une  équation 
donnée 

dans  laquelle  le  paramètre  a  peut  prendre  toutes  les  valeurs 
possibles. 

Si  Von  désigne  par  m  la  tangente  de  l'angle  donné ,  par 
x\  y'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  lieu,  et 
par  a  l'angle  que  forme  avec  l'axe  des  x  la  tangente  à  la. 
courbe  donnée,  on  devra  avoir 


Or  l'équation  (i)  donne 

'Il 

—     'i^. 

tangK  — —  ^-i 

df 

l'équation  (a)  deviendra  donc 

/  rfF  ^    ^  ^\  __  ^£  ^  __']!_— o 
\dy'        dx'  d^  j         df  dx'         dx' 

et,  comme  on  a  en  même  temps 

si  l'on  élimine  a  entre  cette  équation  et  l'équation  (3),  od 
aura  une  équation  entre  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque du  lieu. 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  l'équation  (i)  est  de 


13; 


yGoosle 


la  forme 

(4) 


t  l'équation  (3)  deviendra 


en  éliminant  a  enti'e  cette  équation  et  la  première,    on 

obtient 

(5)  „|^„+„|j_„|+p^  =  ,>. 

équation  homogène  qu'on  intégrera  sans  difficulté. 

1°  Supposons,  par  exemple,  n  =:  p  =  i,  l'équation  don- 
née (4)  devient 

y  =  ax, 

et  représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  l'origine. 
L'équation  (5)  devient 

m{.T:  d.r  -+-  yd^)  —  ^ e/f  -^  j  dx^i:  o. 

On  reconnaît  ici  que  le  premier  membre  devient  une  diffé- 
rentielle exacte,  en  la  divisant  par  x"  -^y^.  On  aura  donc, 
en  intégrant, 

™l(^!+j-î)^_arctang^^c. 

Si  l'on  passe  à  des  coordonnées  polaires,  en  posant 
on  trouve 
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ou,  en  faisant  e'"  ^=  c 


On  obtient   ainsi  une  infinité  de  spirales  logarithmiques 
semblables,  ayant  le  même  point  asyjnptoLe. 

2**  Supposons  m  =  !»  ,  ee  qui  donne   des  trajectoires 
orthogonales;  l'équation  (5)  se  réduit  à 


i  l'on  lire 


Suivant  que  n  et  p  seront  de  mêmes  signes  ou  de  signes 
contraires,  cette  éqnation  donnera  une  infinité  d'ellipses 
ou  d'hyperboles  semblables,  et  qui  seront  les  seules  courbes 
jouissant  de  la  propriété  de  couper  à  angle  droit  toutes  les 
paraboles  ou  les  hyperboles  renfermées  dans  l'équalion 


Si  l'on  a,  de  plus,  /î  ^^  p  ^=:  i,  la  trajectoire  a  pour  équa- 

ce  qui  donne  un  cercle  quelconque  ayant  pour  centre  le 
point  de  concours  des  droites  représentées  par  l'équation 
donnée 

S\n^^  —  p  =  1  )  les  courbes  données  ont  pour  équation 

Y  =  ■-■.  el  sont  toutes  les  hyperboles  équilatères  ayant  pour 

asymptotes  les  axes  de  coordonnées.  Les  trajectoires  ont 
pour  équation  générale  x^  —  J^  "^  ^i  e'  sont  toutes  les  hy- 
perboles équilatères  ayant  pour  asymptotes  les  bissectrices 
des  angles  des  asymptotes  des  premières. 
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114.  Éejuation  linéaire.  —  On  peut  encore,  par  un 
changement  de  variables,  intégrer  l'équation  linéaire  du 
premier  ordre 

dj  -\-  Xjr  dx  -\-  X|  d.T  z=.  o. 

Soit  j-  =  us  ;  H  et  z  étant  des  fonctions  de  x  indétermi- 
nées ,  on  aura  ây  =  udz  +  z  du,  et  en  substituant, 

udz  +  zrfu  H--  X«s  dx  •+-  Xif/.c  ^  o. 

On  peut  déterminer  d'abord  u  d'après  la  condition 
du -i^ 'Ku dx  =: o,  et  il  en  résultera  udz-i-^,dx=:o.  Or 
les  variables  se  séparent  dans  l'avant-deraicre,  en  divisant 

par  u;  ce  qui  donne—  -i-X-dx  ^^o. 

En  intégrant,  il  vient  ]ogîiH-/Xt/.r=:;o,  la  constante 
arbitraire  étant  comprise  dans  l'intégrale  indéfinie. 

On  tire  de  là  it  =:  «"-^^da:.  substituant  dans  l'équation 
udz  -{-'K,dx  =  o,  il  vient 

e-^^''^dz-[-X,d.r  =  o,     fl'oà    z  =  ~f^,e^'"'''dx^rC, 

C  étant  la  constante  arbitraire  relative  à  la  nouvelle  inté- 
grale, qui  sera  prise  à  partir  de  telle  limite  que  l'on  voudi'a. 
On  aura  ainsi 

y  =  e-J"xd:.  (^Q  —JX.e^'^  dx). 

La  constante  arbitraire  de  fXdx  disparaît  d'elle-même 
de  cette  expression,  et  il  n'en  reste  qu'une,  comme  cela  doit 
être.  On  retrouve  ainsi  l'intégrale  déjà  donnée  par  une 
autre  niétbode. 

ItS.  Équation  de  Bernoulli.  —  On  peut  ramener  à 
l'équation  linéaire  la  suivante,  qui  a  été  traitée  d'abord  par 
Jacques  Bernoulli  ; 

dy  -\-  X  j  dy  ;^  X|  7""^'  dx. 
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Si  l'on  pose 

z—j-",     d'où    j  =  s    ",      et,pnrsuite,      rfj  — — -:    "      dz, 

on  trouve,  en  substituant  dans  la  proposée  et  réduisant, 

dz  —  «Xs  dj:  -^  «X,  dx  —  o, 

équation  linéaire  dont  l'intégrale  est,  d'après  la  {'ormule 
précédente, 

>,  J  y, 

La  valeur  dt:j-  s'en  déduit  immédiatement. 

On  peut  arriver  au  même  résultat  par  une  autre  transfor- 
mation, déjà  employée  pour  l'écfualion  linéaire. 

Soit_;^  =  uz;  l'équation  proposée  devient 

udz-i-z  du  -hXuz  dx  =  S,  H"-^'  z"+'  dx , 
et  peut  se  partager  dans  les  deux  suivantes  i 

dz-\-'K.zdx-=o,      du-—li,u"+'z''dx; 
d'où  l'on  tire 

-'-"■■    .—  (Xfx.-— :-c). 
l'intégrale  J'\dx  étant  indéfinie.  On  en  déduit 

La  constante  introduite  par  /X  dx  disparaît  évidemment, 
de  sorte  qu'on  peut  prendre  cette  intégrale  à  partir  d'une 
valeur  quelconque  ;  y  ne  contiendra  donc  que  la  seule  con- 
stante C. 

Remarque.  —  On  peut  quelquefois  détei'miner  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  du  premier  ordre,  dont  on 
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connaît  une  intégrale  particulière,  au  moyen  d'une  trans- 
formation très-simple,  employée  par  Eiiler. 
Soit,  par  exemple, 

dy  +  Xfd:>:^X,x'dv  4-  X,  dx. 

Cette  équation  a  de  plus  <jue  la  précédente  le  terme  X|  dx  ; 
mais  l'exposant  «  -!-  i  a  la  valeur  particulière  a.  Supposons 
que  z  soit  une  fonction  de  x  qui  satisfasse  à  cette  équation 
sans  renfermer  de  constante  arbitraire,  etposonsj-^^s  +  M, 
u  étant  une  fonction  inconnue  de  x.  En  ayant  égard  à  l'é- 
quation 

dz  -t-  Xz  dx  t=  X|  s' dx  ~h  Xj  ih:, 

qui  a  lieu  par  hypothèse,  il  restera 

du -h  (S.  ~  2.ZX,]  u  dx  ^%,  u'  dx. 

Cette  é({ualion  étant  renfermée  dans  celle  qui  \icnt  d'être 
intégrée,  on  en  tirera  la  valeur  de  h,  avec  une  constante 
arbitraire,  et  l'on  connaîtra,  par  suite,  la  valeur  générale 
de  7. 

Si  l'on  n'avait  pas  n  4-  1  =  2  ,  la  même  substitution 
ferait  encore  disparaître  Xg  dx,  mais  elle  introduirait  de 
nouvelles  puissances  de  j-  qui  ne  pennett raient  plus  d'in- 
tégrer la  transformée. 
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CHAPITRE  VI. 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE,  DANS  LESQUKIXES 

LA  DÉRIVÉE  ENTRE 

A  UN  DEGRÉ  SURÉRIEUR  AU  PREMIER. 


116.  Si  l'équation  renfernie  -^-  à  des  puissances  supé- 
rieures à  la  première,  et  qu'elle  puisse  être  résolue  par  rap- 
port à  cette  quantité,  on  aura  ainsi  plusieurs  équations  de  la 
forme  Vdx-^Qdj^^o  que  l'on  tâchera  d'intégrer.  Soient 
y  (x,  jy,  c)  =  o,  y,  (ar,^,  c')  =  o,. . .  ces  diverses  inté- 
grales, dans  lesquelles  c,  c', ...  désignent  des  constantes  ar- 
bitraires; toutes  les  solutions  de  l'équation  proposée  seront 
renfermées  dans  la  suivante  : 

f{^,J,  c)tp,(a^,  j',  c').  .  -  — o. 

On  pourra  effectuer  les  calculs  en  considérant  la  constante  c 
comme  la  même  dans  les  différents  facteurs  ;  car,  comme  ils 
ne  doivent  être  égalés  à  zéro  que  séparément,  on  n'altère  en 
rien  les  solutions  en  représentant  les  constantes  par  la  même 
lettre. 

Soit,  par  exemple, 

(*V  .-„=  =  „,     d'„à    ±=--±.: 


el  l'intégrale  complète  sera 

(r-o«-he)(j- 
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ou,  ce  qui  est  plus  simple,  saus  être  moins  général, 
( j  —  a.->;  —  c)  {j  ~^ax  —  c)  =  o,      OU      [y  —  c)=  —  «'a^'  =  o. 
Supposons  plus  généralement 

et  soit  a  une  racine  quelconque  de  l'équation  F  (s)  =^  o;  on 
satisfera  à  la  proposée  en  posant 

On  a  donc,  pour  une  intégrale  c(vielconque, 

et,  par  conséquent,  cette  dernière  équation  est  l'intégrale 
complète  de  la  proposée. 

H7.  Soit  maintenant  une  équation  difiërentielle  de  degré 
quelconque,  homogène  par  rapport  à  x^j, 

(ir-©(ir— ©=»• 

On  posera 


La  proposée  devient  ainsi 
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et  il  en  résulte  m  valeurs  fie  k  +  x  —  en  l'onction  île  u. 
Pour  chacune  d'elles  on  aura  une  équalion  de  la  forme 
du 


dx: 


=  ?{")■- 


d'où  l'on  tire 

et  les  variables  sont  séparées, 

118.   Lorsque  l'équation  ne  peut  être  résolue  par  rapport 
à  -^î  et  qu'elle  peut  l'être  par  rapport  kj  ou  ar,  on  a  à 
considérer  l'une  des  deux  formes  générales 
y^V(^,p],     ^  =  F(,r,p), 

p  désignant  le  rapport  différentiel  -7--  Dans  l'un  et  l'autre 
cas,  la  différent! ation  conduit  à  une  équation  du  premier 
ordre  entre  deux  variables  p  et  a;,  ou  p  et  y.  Si  l'on  peut  en 
trouver  une  intégrale  première  dans  laquelle  ne  rentre  pas 
la  proposée,  on  éliminera  p  entre  elle  et  l'équation  propo- 
sée, et  l'on  aura  l'intégrale  générale  cliercliée.  Ce  procédé 
conduit  à  une  simple  quadrature  lorsque  le  second  membre 
ne  contient  que  la  variable  p. 
119.   Si  l'équation  a  la  forme 

p--=.vV[p)+f{,p), 
la  différentiation  donne 

ydx^-?{p)d^-^^.  F'  [p]  dp  -i-/'  (p)  dp. 
Cette  équation,  étant  du  second  ordre,  a  deux^  intégrales  du 
premier  :  l'une,  qui  coïnciderait  avec  la  proposée  augmen- 
tée d'une  constante;  l'autre   que  l'on  obtiendra  par  de 
simples  quadratures,  en  observant  que  cette  équation  est 
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linéaire  par  rapport  kx  et  dx.  Eliminant  p  entre  cette, in- 
tégrale et  l'équation  donnée,  on  aura  l'intégrale  générale, 
et  l'on  en  déduira  les  intégrales  singulières  d'après  la  tliéorie 
exposée  précédemment. 

120.  Dans  le  cas  particulier  où  F  [p)  =  p,  on  a 
en  diflérentiant,  il  vient 

équation  à  laquelle  on  satisfait  de  deux  manières. 

Si  l'on  pose  dp  =;  o,  il  vient  p  =  c^&.  éliminant  p,  on  a, 
pour  l'intégrale  générale, 

Si  Ton  pose  x  -+-/'  [p)  =  o,  et  que  l'on  élimine  p  entre 
cette  équation  et  la  proposée,  on  aura  l'intégrale  singulière; 
car  la  valeur  de  p  tirée  de  la  dernière  équation  sera  une 
fonction  de  x,  et  l'élimination  conduira  au  même  résultat 
qu'en  substituant  cette  fonction  as  x  à.  c  dans  l'intégrale 
générale  :  la  solution  qu'on  obtient  ne  résulte  donc  pas 
d'une  valeur  particulière  attribuée  à  la  constante. 

On  voit  d'ailleurs  qu'éliminer  p  entre  X  -\-f'  {p)  =  o  et 
y  :=  px  -i-f{p)  revient  à  éliminer  c  entre 

^  +  /'(c)^o     et    y=.ca^^f[c); 

et  comme  x  H-/'(c)  est  la  dérivée  de  ex  -i-/(c),  par  rap- 
port à  c,  on  parviendra  à  la  solution  singulière  de  l'équation 
dont^  =:  ex  -i-f(c)  est  l'intégrale  générale. 

121 .  Nous  allons  appliquer  à  la  résolution  de  quelques 
questions  géométriques  le  procédé  que  nous  venons  de  faire 
connaître. 
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Soit  proposé  de  trouver  une  courbe  telle,  que  le  produit 
des  perpendiculaires  abaissées  de  deux  points  fixes  sur 
une  quelconque  de  ses  tangentes  soit  constant. 

Désignons  par  ac  la  distance  de  ses  deux  points,  et  par  è* 
le  produit  des  perpendiculaires-,  prenons  pour  origine  le 
milieu  entre  les  deux  points  donnés,  et  pour  axe  des  x  la 
droite  qui  les  joint  ;  la  condition  donnée  conduira  immé- 
diatement à  l'équation 

■  (,r  —  pj:Y  —  c\p'  _  .^ 


le  signe  supérieur  correspondant  au  cas  où  les  deux  points 
sont  d'un  même  côté  de  la  tangente,  et  le  signe  inférieur 
à  celui  où  ils  sont  de  côtés  différents .  On  tire  de  celte  équa- 
tion 

(') 


(s) 


j—px  +  \/[c':t:b')p-'zt.b'; 
t  un  cas  particulier  de  l'équation 

int  la  marche  indiquée  généralement,  1 


é>\ 


^{c'±b')p'±b'} 


posant  dp^o^  d'où  p  =  a,  a.  désignant  u 
arbitraire,  puis  éliminant  p  entre  cette  dern 
et  l'équation  (i),  on  aura  l'intégrale  générale 


!  constante 


qui  représente  une  infinité  de  droites,  tangentes  à  la  courbe 
ayant  pour  équation 

(3)  (c^±6=)j'±J'^  =  d=(c'±&^]èM 

d'où  l'on  peut  déjà  conclure  que  celte  courbe  est  la  solution 
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singulière,  puisqu'elle  est  l'enveloppe  des  intégrales  parti- 
culières. 

Dans  le  cas  où  l'on  prend  les  signes  supérieurs,  dlc  n'est 
autre  chose  qu'une  ellipse  dont  les  foyers  sont  les  deux 
points  donnés,  et  dont  le  petit  axe  est  égal  à  2b.  Sil'on 
prend  les  signes  inférieurs,  les  deux  points  étant  de  côtés 
différents  de  la  tangente,  les  perpendiculaires  sont  respec- 
tivement moindres  que  les  segments  de  la  droite  égale  à  ac, 
d'où  résulte  c  >  6 .  La  courbe  est  donc  alors  une  hyperbole 
ayanL  pour  foyers  les  deux  points  donnés,  et  pour  axe  ima- 

Le  second  facteur  de  l'équation  {2)  doit  aussi  donner  la 
solution  singulière,  comme  cela. a  été  démontré  générale- 
ment. En  l'égalant  à  zéro,  on  a 

(il  X  -+-  — --  ^  '        =  o. 

Éliminant  p  entre  les  équations   (i)  et  (4),  on  retrouve 
l'équation  (3),  comme  cela  devait  être. 

Dans  cette  question,  la  courbe  que  l'on  avait  en  vue  de 
détenniner  est  donnée,  non  par  l'intégrale  générale ,  mais 
par  la  solution  singulière;  ce  qui  montre  que  cette  dcrnièie 
doit  toujours  être  cherchée  avec  le  même  soin  que  la  pre- 

122.  On  donne  deux  parallèles,  et  sur  chacune  d'elles 
un  point  Jîxe;  et  l'on  demande  l'équation  de  la  courbe 
telle,  qu'en  lui  menant  une  tangente  quelconque,  les 
segments  déterminés  sur  cliaque  parallèle  entre  le  point 
fixe  et  le  point  de  rencontre  avec  la  tangente  donnent  un 
produit  constant  6°. 

Soit  2  a  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes  ;  prenons 
l'origine  eix  son  milieu,  l'axe  des  x  suivant  sa  direction,  et 
l'axe  des  j"  parallèle  aux  deux  lignes  données. 
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La  condition  donnée  fournit  l'équation 

Le  signe  -h  du  second  membre  se  rapporte  au  cas  où  les 
deux  segments  seraient  d'un  même  côté  de  l'ase  des  x,  et 
le  signe  —  au  cas  où  ils  seraient  de  côtés  dilFérents. 
On  tire  de  cette  équation 


y—p^-^ 

<Ja'p' 

Ztlb', 

différentliint, 

l(- 

a'p 

^ 

V«' 

p'±i 

^0 

l'intégrale  géiié 

raie 

en  posant 

Clp_ 

rl'o.-. 

«  désignant  une  constante  arbitraire,  et  substituant  c  à  p 
dans  l'équation  différentielle  de  la  courbe;  ce  qui  donne 


On  aura  la  solution  singulière  en  éliminant  p  entre  l'équa- 
tion di fier enti elle  de  la  courbe  et  la  suivante  : 


('e  calcul  conduit  à  l'équation 


qui  représente  une  ellipse  on  une  liyperbole,  rapportée  à 
lui  système  de  diamètres  conjugués,  suivant  que  l'on  preiid 
les  signes  supérieurs  ou  les  signes  inférieurs. 

L'intégrale  générale  représente  toutes    les   tangentes   h 
l'une  ou  à  l'autre  de  ces. deux  courbes. 
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123.  Proposons -nous  encore  de  déterminer  la  courbe 
telle,  (jue  la  partie  de  chacune  de  ses  tangentes  inter- 
ceptée entre  deux  droites  rectangulaires  soit  égale  à  une 
quantité  donnée  a. 

En  prenant  les  deux  droites  rectangulaires  pour  axes  de 
coordonnées,  on  est  conduit  à  l'équation 

le  radical  comportant  le  douille  signe.  On  trouve,  en  la  dif- 
férend an  t. 


dp^ 


{i+f-y\ 


L'intégrale  générale  sera,  en  désignant  par  c  une  constante 
arbitraire, 

on  obtiendra  la  solution  singulière  en  éliminant  p  entre 
l'équation  différentielle  de  la  courbe  et  la  suivante  ; 


On  tirera  d'abord 

qui,  remis  dans  la  première,  donne 

tirant  de  là  la  valeur  de  p,  et  la  substituant  dans  la  précé- 
dente, on  parvient  à  l'équation 

dont  la  discussion  est  très-facile. 
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Nous  allons  démontrer  maintenant  que  cette  courbe  n'est 
autre  que  l'épicycloïde  qui  serait  engendrée  par  un  point 

d'un  cercle  ayant  pour  rayon  y  et  roulant  intérieure  ment 

sur  un  cercle  de  rayon  a. 

En  eiret,  soit  OB  (/îg-  5)  un  rayon  quelconque  d'un 
cercle  ayaut  pour  rayon  a  ;  décrivons  un  cercle  qui  ait  pour 
diamètre  BC,  moitié  de  OB,  et  prenons  l'arc  BM  égal  à 
l'are  BA,  A  étant  un  point  fixe  du  premier  cercle  ;  le  point  M 
appartiendra  à  l'épicycloïde  en  question,  et  îl  s'agil  de  pi'ou- 
ver  que  la  partie  de  sa  tangente  au  point  quelconque  M, 
qui  sera  comprise  dans  l'angle  droit  YOX,  est  égale  à  a. 

Or,  la  normale  à  cette  courbe  étant  BM,  la  tangente  sera 
MC,  et  il  faut  prouver  que  l'on  a  LIN  =  a. 

Remarquons  pour  cela  que,  d'après  la  théorie  de  la  me- 
sure des  angles,  et  la  condition  AB  — BM,  l'angle  BCM 
est  double  de  NOC ,  et  par  conséquent  NOC  —  CNO  ;  d'où 
CN  =^  CO. 

On  prouverait  de  même  que  l'angle  LCB  est  double  de 
LOC,  et  que,  par  conséquent,  LOC  =  OLC,  d'où  LC  ^^  OC 
et,  par  conséquent,  LN  =  a  ;  ce  qu  il  fallait  démontrer. 

IS-i.  Equation  différentielle  de  la  âés/eloppante  du 
cercle.  Son  intégration.  —  Désignant  par  a,  S  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  d'une  courbe  quelconque, 
et  par  x,  j  celles  du  point  correspondant  de  sa  dévelop- 
pante, on  aura  les  deux  équations 

dy  da.         da        a  —  .r 

dx~~        if S  '      S  "'  g  —  j' 

Dans  te  cas  où  la  première  courbe  est  un  cercle,  on  a 

et  on  aura  l'équation  de  sa  développante  en  éliminant  a  et  ê 


y  Google 


IMTÉGltATIOW    DES    ÉQUATIOWS    DlFFÉltEW' 

entre  ces  trois  équations.  La  dernière  donne 


,  combinée  avec  la  seconde,  donne 


et  l'élinii nation  de  k  et  ë  conduit  facilement  a  l'équalioii  du 
second  degré 

qui ,  résolue  par  rapport  à  y,  pourrait  être  traitée  par  la 
méthode  précédemment  indiquée,  calcrd  que  nous  n'efiec- 
tuerons  pas.  Ou  en  déduit  d'abord  une  relation  très-simple 
entre  l'arc  s  et  le  rayon  vecteur  r  mené  du  centre.  En  eilct, 
puisque  j:*-;-j'=  ;■*,  on  a 

xdx  -i-  y-dx^=  rdr  ; 
de  plus 

dx^  -+-  dj''  ^  ds'  : 

on  obtient  donc  immédiatement 

équation  que  l'on  trouve  directement  par  la  figure;  d'où 
résulte 

Si  l'on  fait  commencer  les  arcs  à  partir  de  la  naissance  de 
la  développante,  on  aura  >=  a  pour  .<  ^^  o  ;  donc 

On  obtient  une  autre  formule  simple  entre  l'arc  de  la  dévc- 
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loppante  et  son  rayon  de  courbure  p,  qiii  n'est  autre  cliose 
que  l'arc  correspondant  du  cercle.  En  efiet,  on  a  un  tiiangle 
rectangle  formé  par  le  rayon  vecteur  de  la  développante,  la 
tangente  au  cercle,  qui  est  le  rayon  de  courbure,  et  le  rayon 
du  cercle,  d'où,  résulte 

et,  par  suite, 

Maintenant,  pour  intégrer  l'équation  (i),  nous  la  trans- 
formerons en  coordonnées  polaires;  elle  devient  alors 

r'  dr^  =  a?  [dr'  -+-  i'  dH'), 
d'où  l'on  tire 


faisant  coinmcnce 


2  a^  a' 

éc[uation  que  l'on  trouve  à  la  seule  inspection  de  la  figure. 
On  peut  déduii-e  l'équation  entre  x  el  j  en  la  mettant 
d'abord  sous  la  forme 


puis  prenant  successivement  le  sinus  et  le  cosinus  des  deux 
membres:  on  obtient  ainsi 


S+cosey^i-^c=:siniv 


«v- 
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Multipliant  la  première  par  5in9,  la  seconde  par  cos9,  ei 
aiontant,  on  trouve  -  pour  premier  membre, et,  nmltiplianl 
par  r,  on  obtient 

j;  cos  ~  ijx'  -+-  j'  --  a'  4-  J  sin  ^  sjx'  +  j'  ~  a' =  a, 

équation  que  l'on  trouverait  directement,  comme  nous  l'a- 
vons déjà  dit,  n"  84,  en  projetant  l'abscisse  et  l'ordontiée 
sur  le  rayon  mené  au  point  de  contact  du  cercle  et  de  la 
tangente  mobile. 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


125.  La  première  question  que  nous  avons  traitée  dans 
le  Calcul  intégral  a  eu  pour  objet  de  trouver  une  fonction 
d'une  seule  variable,  lorsqu'on  connaît  l'expression  de  sa 
différentielle  au  moyen  de  celte  variable  seulement.  Nous 
avons  considéré  ensuite  les  fonctions  de  plusieurs  variables 
indépendantes,  et  nous  nous  sommes  proposé  de  les  déter- 
miner, connaissant  l'exnression  de  leur  difTérentielle  totale, 
ou,  en  d'autres  termes,  de  toutes  leurs  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  Revenant  ensuite  au  premier  problème, 
nous  l'avons  étendu  au  cas  où  la  diflërentielle  par  rapport 
à  la  variable  indépendante  unique  renfermait  dans  son  ex- 
pression la  fonction  elle-même  mêlée  avec  la  variable  indé- 
pendante :  c'est  ce  qui  constitue  l'intégration  des  équatioiis 
différentielles  à  deux  variables.  Mous  allons  maintenant 
étendre  de  la  même  manière  le  second  problème,  et  sup- 
poser que  la  différentielle  totale  de  la  fonction  inconnue  de 
plusieurs  variables  indépendantes  renferme  la  fonction 
mêlée  avec  ces  variables.  Les  équations  qui  donnent  une 
pareille  expression  à  la  différentielle  de  la  fonction  eberchée 
se  nomment  équations  différentielias  totales.  Nous  nous 
bornerons  à  celles  qui  renferment  trois  variables. 
Leur  forme  la  plus  générale  est 

(i)     P,;.c-(-Qrf|-i-Rrf3z:^o,     ou     d^.——%dy—--dz; 

X  sera  considéré  coonnc  la  fonction  des  variables  iudépen- 
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daiites^,  3,  et  la  différentielle  totale  de  x  renfermera  à  la 
fois  cette  fonction  et  les  variables  indépendantes,  P,  Q,  H 
étant  des  fonctions  quelconques  de  x,j,  z. 

Si  l'on  connaissait  la  valeur  de  x  en  j*  et  z,  en  la  remet- 
tant dans  ces  trois  fonctions,  —  —  et  —  —  seraient  identi- 
quement les  dérivées  partielles  de  x  par  rapport  ky  et  z. 
Donc,  d'abord,  si  l'on  cherche  la  fonction  la  plus  générale 
dejy  qui  satisfasse  à  la  condition  que  sa  dérivée,  par  rap- 
porta)', soit  —  p'^  étant  considéré  comme  une  constante, 

la  valeur  chercliée  de  x  sera  renfermée  dans  celle  que  1  on 
aura  ainsi  déterminée;  et  il  ne  restera  plus  qu'à  l'assujettir 
à  satisfaire  à  la  seconde  condition. 

Il  faut  donc  d'abord  intégrer'l'équation 

dans  laquelle  z  est  une  constante.  Ce  problème  rentre  dans 
la  théorie  précédente;  et,  en  le  supposant  résolu,  on  aura 
une  équation  U  =  o  entre  x,  j,  z,  C  ;  C  désignant  une 
quantité  arbitraire ,  indépendante  de  x,  y,  mais  qui  peut 
renfermer  z  d'une  manière  quelconque;  et  il  s'agit  main- 
tenant de  déterminer  C,  s'il  est  possible,  de  manière  que 
la  dérivée  partielle  de  x^  par  rapport  à  z,  soit  identique- 
ment   jv  '  3ti  moins,  lorsqu'on  aura  substitue  à  a:  sa  valeur 

tirée  de  tJ  :^  o. 

Différentiant  l'équation  U  =  o ,    en   traitant  j   comme 
constant,  il  vient 

(/;;         dx    \dz  /        dC   dz 
et  substituant  à  ~  la  valeur  —  --  qu'il  doit  avoir,  il  sera 
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suffisant  de  satisfe 

,ii-c 

W\i 

dz 

It. 

P 

dH 
dx  "^ 

dÇ. 

dC 
dz. 

rtiqualioiî 


dans  laquelle  x  est  censé  remplacé  par  sa  valeur. 

Mais,  comme  C  ne  doit  pas  renfermer  /,  il  est  néces- 
saire que  la  substitution  de  x  dans  cette  équation  en  fasse 
disparaître  j-.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  le  problème  est  impos- 
sible; et,  si  cela  a  lieu,  ou  a  une  équation  difl'érentielle  du 
premier  ordre  entre  C  et  z.  Son  intégrale  générale  renfer- 
mera une  constante  arbitraire;  et  reportant  la  valeur  de  C, 
qu'on  en  déduira,  dans  l'équation  U  =  o,  on  aura  l'équation 
qui  détermine  x  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions 
proposées. 

On  voit  que  la  question  n'est  pas  toujours  susceptible 
d'une  solution,  et  que,  quand  elle  en  a  une,  l'intégrale  est 
■donnée  par  une  équation  entre  ir,  t,  s,  qui  renferme  une 
constante  arbitraire,  et  que  l'on  obtient  par  l'intégration 
de  deux  équations  du  premier  ordre,  à  deux  variables. 

126.  H  suit,  de  là  que,  quand  la  question  proposée  est  . 
possible,  l'équation  diUërentielle  résulte  de  l'élimination 
d'une  constante  arbitraire  entre  une  équation  à  trois  va- 
riables et  sa  difl'érentielle  totale  égalée  à  zéro;  et  cette  con- 
sidération va  nous  conduire  à  une  proposition  importante. 

Soit  V  =  C  l'inlégrale  de  l'équation  (i)  résolue  par  rap- 
port à  la  constante  arbitraire  C.  En  la  dilférentiant,  l'éli- 
mination de  C  se  trouvera  effectuée,  et  le  résultat  sera 
identiquement  le  même  que  si  l'élimination  s'était  faite 
autrement. 

L'équation 


(3) 


-  da-.  ^ 
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devra  donc  ûtre  identique  avec  réc|uation  (i),  lorsqu'on 
aura  réduit  le  coefficient  de  la  même  différentielle ,  par 
exemple  de  dx,  à  avoir  la  même  valeur  de  part  et  d'autre. 

Multipliant  donc  l'équation  (i)  par  -j^j  elle  deviendra 

identique  avec  (3),  et  son  premier  memtre  sera,  par  consé- 
quent la  différentielle  exacte  d'une  fonction  V  des  ti'ois 
variables  indépendantes  œ,  j;  z.  D'où  se  tire  cette  consé- 
quence, que,  lorsque  la  question  admet  une  solution,  le 
premier  membre  de  V équation  donnée  devient  une  diffé~ 
rentielle  exacte  quand  on  le  multiplie  par  une  certaine 
fonction  des  trois  variables. 

Soit  fi  le  facteur  tel,  que  ,u,P  dx  -h  f^'.Q  dy  +  pR  dz  soit 
une  différentielle  exacte  ;  on  aura  les  trois  conditions  sui- 
vantes : 


rf.fiP        (/.[iQ        d.^V        </.pR        d-Y-Çi 
dy             (te              dz              dx              dz 

d.i,.R 

~     dy    '■ 

en  les  développant, 

^  dj              dy         ^  d.T          ^rf.r' 

dp            dji.           dS.       „  c/u 

dQ        ^  da            dK       „  du. 

Sîl'on  multiplie  la  première  par  R,  la  deuxième  par  — Q, 
la  troisième  par  P,  qu'on  les  ajoute  ensuite  et  que  l'on  sup- 
prime le  facteur  fr.,  on  devra  avoir  identiquement 

,,,       IdQ        </R\        „ /^R       dV\       „  (dV       dQ\ 

Il  sera  donc  inutile  de  chercher  à  résoudre  la  question  quand 
celte  identité,  facile  à  vérifier,  n'aura  pas  lieu. 
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Kécîproquement,  toutes  les  fois  qu'elle  aura  lieu,  la  ques- 
tion admet  une  solution-,  car  nous  allons  démontrer  que, 
dans  ce  cas,  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  devient 
indépendant  de  j"  quand  on  en  élimine  x. 

Mais,  pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  que 
l'équation  U  ^  o  ait  été  résolue  par  rapport  à  la  constante 
C,  et  soit  remplacée  par  U  =3  C,  ce  qui  ne  changera  rien 
aux  conditions.  L'équation  (a)  so  change  alors  en  la  sui- 
vante : 

dV 
dV       R  -^-^    _  -^C  _ 
'di  ~      'V~'     dï~  "' 

et  il  faut  loujoiirs  que  la  subslitutioïi  de  x  en  fasse  dis- 
paraître j". 

Soit  f  le  facteur  qui  rend   Pdx-i-Qdr  diiTérenlielle 

pPi^jT  +  i'Qf/r  — <^U 
et 

La  quantité  qui  ne  doit  plus  renfermer  j-  est 


et  il  suffit  d'exprimer  que  sa  dérivée  par  rapport  à  r  est 
nulle,  en  considérant  x  comme  une  fonction  de  r,  dont  la 

dérivée  partielle  par  rapport  à  y  est  —  —  ■  On  obtient  ainsi 

dz  dx  ~  lïTàl-  P  "  ''  \cfy  ~~  dâ  P  j  ~      \dy        rfj:  P  /  ""  °' 
En  multipliant  par  P  et  observant  que  ~  =  t^Q,  et 
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—  =  yP,  les  deux  premiers  termes  deviennent 


développa  m, 


cl    la    durnière    pariio    ^  (  I*  7:  —  Q  ;r  )    se  .réduit    à 


Ri'  I  -—  —  —  j  :  la  oondition  précédente  devient  donc,  en 
supprimant  le  facteur  commun  c, 

équation  qui  ne  diffère  pas  de  l'équation  (4)-  Donc  cette 
équation,  déjà  démontrée  nécessaire,  est  en  même  temps 
suffisante  pour  que  la  question  proposée  admette  une  so- 
lution . 

On  procéderait  d'une  manière  semblable  dans  îc  cas  où 
le  nombre  des  variables  serait  plus  grand. 
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■127.  On  appelle  ainsi  celles  dans  lesquelles  la  fonction 
cliercliéc  et  Ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  n'entrent  quau 
premier  degré,  et  ne  se  multiplient  pas  entre  elles.  Leur 

A, . . . ,  U,  V  étant  des  fonctions  quelconques  de  x.  Ces 
équations  jouissent  d'une  propriété  remai'quable ,  lorsque 
le  dernier  terme  V  mangue.  Elle  consiste  en  ce  que  la 
somme  de  plusieurs  solutions  forme  encore  une  solution  de 
la  même  équation. 

Soit,  en  effet,  l'équation 


_       _  r^  - 


-')         =  +  A^7=^r+---  +  T-£+Br. 


jr,^  sont  des  fonctions  qui  satisfassent  à  c 
aura 


Ajoutant  ces  équations,  on  aura  le  même  résultat  que 
si  l'on  substituait  ji-\- y^-\- .  .  .  -{-y,n  à  y  dans  (  2  ) .  Donc 
la  somme  d'un  nombre  ^uelcoiujuf:  de  foncUons  de  x  qid 
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satisfont  à  l'éfjuatioTi  (a)  forme  encore  une  solution  de 
cette  équation;  et,  par  conséquent,  si  l'on  connaissait  un 
nombre  m  d'intégrales  particulières  renfermant  chacune 
une  constante  arbitraire,  leur  somme  serait  l'intégrale 

On  observera  d'ailleurs  que,  si  une  valeur  de  j  est  connue, 
on  peut  la  multiplier  par  une  constante  arbitraire,  sans 
qu'elle  cesse  de  satisfaire  ;  de  sorte  que,  si  les  m  fonctions 
î'-,,  j,,.  .  .,  j,„  satisfont  à  l'équation  (2),  son  intégrale 
générale  sera 

J  — Ciri+  CiJ-ï-!--  ■  ■-l-'^'nj™.. 

c,,  Ca,...,  c„  désignant  des  constantes  arbitraires,  et  en  sup- 
posant qu'on  puisse  les  déterminer  de  manière  que,  pour 

une  valeur  quelconque  de  x,  les  valeurs  de  7,  ~vi  j~zr 
soient  tout  à  fait  arbitraires. 

128.  Lorsque  l'on  aura  à  intégrer  l'équation  { 1),  on  com- 
meucera  par  chercher  à  intégrer  l'équation  { 2)  qui  est  plus 
facile.  Si  l'on  y  peut  parvenir  complélement,  nous  allons 
montrer  comment  on  en  peut  déduire  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (i). 

Soit 

l'intégrale  générale  de  l'équation  (a)  quand  on  considère 
C,,  c„ ,  c,„  comme  des  constantes  arbitraires.  11  est  évi- 
dent qu'on  peut,  d'une  inlinité  de  manières,  substituer  à 
ces  constantes  des  fonctions  de  ar  telles,  que  l'on  obtienne 
l'intégrale  générale  de  réquation  (1);  et  nous  allons  voir 
que  l'on  peut  en  avoir  une  détermination  qui  n'exige  que  de 
simples  quadratures. 

En  difïerentiant  l'expression  ci-dessus,  on  obtient 
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on  peut  assujettir  ce,.. 

. ,  c,„  à  la  condition 

y,  de,  +  y,  de, -^-. 

.  .  4-  y,„  dc„  =--  0, 

eti 

1  en  résulte 

rfj  :=  c,  dy\  ■+-  c,  dy,  4-  .  ,  .  +c„,  rfj„. 

On  diffërentiera  cette  nouvelle  équation,  et  l'on  égalera 
encore  à  zéro  l'ensemble  des  termes  i^ui  contiendront  les 
différentielles  rfc,,  <fca,. ..,  rfc,„;  et  l'on  continuera  ainsi 
jusqu'à  (i"~*y  inclusivement  :  on  aura ,  de  cette  manière, 
m  —  \  équations  entre  les  différentielles  (fc,,  dcj,. ,.,  dc„ 
et  des  fonctions  connues.  Substituant  ensuite  dans  l'équa- 
tion (i)  les  valeurs  de^,  dj^...,d"'j,  on  aura  une  dernière 
équation  qui,  jointe  aux  premières,  déterminera  complè- 
tement les  inconnues  c,,  Cj,...,  c,„. 

Ces  m  équations  sont  les  suivantes  : 

ji  de,    ~i-  y^dCi  -I-  .  .  .  -h  j„  rfc„,  -■=  o, 
dy,  de,  -\-  dy,  de,  + .  .  .  4-  dy„  f/c„  =r  o , 

d'"—'y,  de,  +  d'"~''y.^dCi  -h  .  ,  ,  H-  d'"-~'y„  dc„  r=  o, 
d"'~^y:  de,  4-  d'"—'yide,  -H  .  .  . -i-  d"'"'y„  dCm  ■"=  V  dx", 

et  ï!  faut  bien  remarquer  que  ces  équations  peuvent  avoir 
lieu  en  même  temps  si  l'on  est  parti  de  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (a).  En  effet,  les  coefficients  de  iîc,,...,  dc^ 
sont  précisément  ceus  que  l'on  aurait  pour  Cj,, . .,  c,„  dans 

les  expressions  de  j^,  —  i  ■  ■  ■  5  -rr;^''  en  désignant  par  j 

l'intégrale  de  l'équation  (2).  Or  nous  supposons  que,  pour 
une  valeur  quelconque  de  x,  on  peut  satisfaire  aux  équa- 
tions obtenues  en  égalant  ces  expressions  â  des  quantités 
quelconques,  et  en  tirer  des  valeurs  iinies  c,,...,  c,„.  Donc 
aussi  le  système  des  équations  où  rfcj, ..,,  rfc,^  entrent  de 
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la  même  manière  ne  renfermera  aueiuie  incompatibilité. 
Il  domiera,  pour  ces  inconnues,  des  valetirs  de  la  forme 

de,  =  X|  dj;,     dCi  ;=  Xj  dx, .  .  ,,      dc„  ^=  X;„  dx, 
d'où 

c\  ~f  X,  dj:  -H  «„      c,  --/X,  d.7:  -4-  «,,...,      c„  --/  X„  d.T  -+-  a„, 
et 

{3)  j=j,(a,+/X,./:.)H-7,(a,+/X„;.T)^..,+j,„(='.+/S.</-). 
C'est  l'intégrale  générale,  puisqu'eSle  renferme  m  constantes 

129.  Si  l'on  ne  connaissait  pas  m  intégrales  particulières 
de  l'équation  (a),  la  question  ne  serait  pas  ramenée  immé- 
diatement aux  quadratures. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  en  connaisse  m  —  i 
intégrales  particulières,  on  ne  pourra  plus  établir  que 
m  —  2  conditions  entre  les  m  —  i  quantités  c,,  c'a,...,  c,„_,. 
Alors  l'expression  de  d"'~'y  renfermera  dci , . . . ,  dc„,_,  ;  et 
d"'j  renfermera  rf'c,,...,  rf'c,,,.  La  substitution  dans  l'é- 
quation (i)  fera  toujours  disparaître  Ci,  Cj,...,  c,„_| ,  mais 
leurs  diirérentielles  premières  et  secondes  y  entreront;  et 
comme  les  m —  a  équations  établies eiitrerfci,rft;|,...,  (/c^., 
déterminent  ces  dili'érenti elles  en  fonction  de  rfc,,  on  aura 
une  équation  linéaire  du  second  ordre  qui  renfermera 
de,,  d^c,,  mais  non  Cf  On  la  ramènera  au  premier  ordre, 

sans  qu'elle  cesse  d'être  linéaire,  en  posant  -^  ^^  s.  Elle 

pourra  toujours  s'intégrer  complètement,  et  il  s'introduira 
ainsi  deux  constantes  arbitraires.  De  simples  quadratures 
feront  ensuite  connaître  les  tw  —  a  autres  quantités  Cf, 
Cj,- . .,  c„,_,,  et  il  s'introduira  ainsi  7M — 2  nouvelles  con- 
stantes arbitraires,  de  sorte  que  la  valeur  àaj- 

y  =  c,x,-+  c,j,  -f-  .  .  .  -H  c„_,  j„_, 
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renfermera  m  constantes  arbitraires,  et  sera,  p;ir  consé- 
quent, l'intégrale  générale  de  l'équation  (i), 

130.  Si  l'on  n'avait  connu  que  m  —  2  intégrales  de  l'é- 
quation (2),  on  u'aûi-ait  pu  établir  que  m  —  3  relations 
entre  c,,  t'a,..,,  c,„_g,  et  l'équation  (i),  après  la  substim- 
lion,  aurait  renfermé  les  différentielles  troisièmes.  L'éli- 
mination de  Cj,.,.,  c,„_î  aurait  donné  une  équation  linéaire 
du  troisième  ordre  renfermant  (Zc,,  tî'ci,  d'ci,  mais  non 
cj.  On  pourrait  donc  encore  l'abaisser  au  second  ordre, 
sans  qu'elle  cessât  d'èlre  linéaire;  et  si  l'on  pouvait  l'inté- 
grer complètement,  on  en  déduirait,  comme  dans  le  cas 
précédent,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i).  En  appli- 
quant les  mêmes  raisonnements,  on  verrait  que,  si  l'on  con- 
naît m  —  n  intégrales  particulières  de  l'équation  (2),  l'in- 
tégration complète  de  l'équation  (i),  et,  à  plus  forte  raison, 
de  l'équation  (a) ,  est  ramenée  à  celle  d'une  équation  linéaire 
de  l'ordre  «,  et  à  de  simples  quadratures. 

131.  Il  est  facile  de  démontrer  que  l'intégrale  générale 
de  l'équation 

dx"'  rf.K'"   '  dx 

est  nécessairement  de  la  forme 

En  elfetj  soitj)']  une  solution  de  cette  équation;  suppo- 
sons qu'elle  ne  renferme  aucune  constante  arbitraire,  ce 
qu'on  peut  toujours  faire,  puisque,  s'il  en  existait ,  il  n'y 
aurait  qu'à  leur  attribuer  des  valeurs  particulières.  L'équa- 
tion (a)  admettra  pour  solution 

J  =  cj„ 

c'  désignant  une  constante  arbitraire.  Considérant  mainte- 
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nant  c  comme  une  fonction  de  x,  on  aura 
dy  —  y,dc     -l-crfj,, 
d''y  =  j",  d'c  -h  a  dy,  de  -\-  c  d'y„ 

d"'y  =:  y,d'"c  -i-  mdy,  rl°'-'c  +  . .  .-i-cd'^y,. 

En  substituant  dans  l'équatioQ  (a),  les  termes  multipliés 
par  c  disparaissent,  et  l'on  a  une  équation  linéaire  de  la 
forme 


1  posant  - - 


Soit  u,  une  solution  de  cette  équation,  sans  constante  arbi- 
traire, c'ui  en  sera  encore  une,  et  l'on  aura 

c=  ^ /"i  dx  -\-  c" ^     d'où     y  =  c"y,  -1-  c' y^fu^dx. 

On  a  donc  une  solution  de  l'équation  (a),  de  la  forme 

J  =  c,j,  +  C:,y^, 

Yt  étant  une  fonction  de  :»:  différente  de  yi- 

Donc,  puisque  cela  peut  s'appliquer  à  toute  équation  li- 
néaire, on  aura  une  solution  de  l'équation  (b)  de  la  forme 

d'où 

c  =  .Ju,dx  +  ?.fu.dx+'l, 
et,  par  suite, 

y  =:z  K/,  Ju,  dv  -1-  g  J,  /«5  dœ  +  7  J„ 

c'est-à-dire  que  l'équation  (aj  a  \\.n<i  intégrale  de  ia  forme 
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Il  en  sera  donc  de  même  de  1  équation  (i),  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  que  l'on,  ait  pour  ^  une  expression  renfermant 
m  constantes  arbitraires,  et  qui  sera  1  intégrale  générale. 

132,  Le  calcul  précédent  conduit  encore  à  cette  impor- 
tante proposition,  que  l'équation  (a)  ne  saurait  avoir  de 
solution  singulière.  Supposons,  en  eflet,  qu'il  y  en  ait  une, 
et  désignons-la  par  j',,  après  qu'on  aura  remplacé  par  des 
valeurs  particulières  quelconques  les  constantes  arbitraires, 
si  elle  en  renferme.  Les  raisonnements  qui  ont  été  faits 
dans  le  numéro  précédent  conduiront  encore  à  ijne  valeur 
de  la  forme 

J  =  C,  ri  -I-  C,J-,  -f-  .  .  .  -4-  C„Xm, 

qui  sera  nécessairement  l'intégrale  générale.  Mais  yi  s'ob- 
tient en  supposant  nulles  toutes  les  constantes  excepté  c,  : 
elle  est  donc  une  intégrale  particulière,  quelques  valeurs 
qu'on  y  ail  mises  pour  les  constantes,  et  non  une  solution 
singulière,  comme  on  l'avait  supposé.  D'où  il  suit  que  les 
équations  renfermées  dans  la  formule  (a)  ne  peuvent  jamais 
avoir  de  solutions  sing;ulières. 

133.  Cas  où  l'on  connaît  une  intégrale  particulière  de 
l'équation  (i).  —  Lorsque  l'on  connaît  une  intégrale  par- 
ticulière de  l'équation  (i),  on  peut  ramener  la  reclierche 
de  son  intégrale  générale  à  celle  de  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (2). 

Soit,  en  effet,  u  cette  intégrale  particulière;  on  posera 
y  =:iu-^z  dans  l'équation  {1),  et,  supprimant  les  termes 
qui  se  détruisent  d'après  l'hypothèse,  il  restera 


et  l'on  est  ramené,  par  conséquent,  à  la  recherche  de  l'iii- 
tégi'ale  générale  de  Icquation  (2). 
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Soit,  pour  premier  exemple, 

Jd7  -h  A  -^---^--  -h. . .+  Vf  —  ax"  +  b^""  -i- .  ,  .  -h pi:  -^  q, 

A,...,  U;  a,...,  q  étant  constants. 
On  posera 

O0  identifiera  les  deux  membres  après  la  substitution  dans 
l'équation  proposée,  et  il  en  résultera  n  +  i  équations  qui 
détermineront  les  n-1-  i  inconnues  «,  6,...,  fi.  On  rentrera 
donc  dans  le  cas  où  le  second  membre  serait  nul . 
Soit,  pour  second  exemple, 

on  posera 

:^  =  acos(«3;  +  p)  +6sin(na;+p). 

En  substituant  dans  la  proposée,  le  premier  membre  ne 
se  composera  que  de  termes  dont  les  uns  renfermeront 
cos(?i^  -hp)i  les  autres  sîn(«a;  ■+-  p),  multipliés  par  des 
constantes.  En  égalant  les  coefficients  de  ces  deux  expres- 
sions dans  les  deux  membres,  on  aura  deux  équations  qui 
détermineront  «,  S  ;  mais  il  peut  se  faire  que  ces  équations 
soient  impossibles  ;  par  exemple,  si  cos(h:c  -f-  p)  ou 
sin(na:-i-p)  étaient  solutions  de  l'cquation  sans  second 
membre. 

Ainsi,  soit  le  cas  suivant,  qui  se  rapporte  à  des  valeurs 
iriiagin aires  de  n, 
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mais  elle  devient  illusoire  si  ^  :^  m.  On  emploiera  alors  un 
artifice  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  autre  part.  Ou  ajou- 
tera une  solution  de  l'équation  sans  second  membre 
j  =  ce"'",  ce  (jui  donnera  une  solutïoji  de  la  proposée,  dans 
laquelle  on  supposera  encore  ^  diflerent  de  ni,,  savoir 

^' 
?  —  "* 

et  l'on  choisira  C  de  manière  que  cette  somme  se  réduise  à 

-  pour  if  =  m.  11  suffit  de  prendre  C  ;=  ^  — et,  quel 


sera  solution  de  là  proposée.  Faisant  tendre  ^  vers  la  con- 
stante /»,  on  trouvera  pour  limite  de  cette  fiaetion 


Il  connaît  donc  ainsi  une  solution  de  l'équation 

t  l'on  aura  par  conséquent  poiir  son  intégrale  généraie 


On  agirait  d'une  manière  analogue  si  le  second  membre 
renfermait,  en  outre,  des  termes  semblables  dans  lesquels 
les  coefficients  nelp  seraient  cbangés  ;  et  généralement,"  si 
Ton  a 
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et  que  l'on  trouve  des  valeurs  Aej-  satisfaisant  à  cette  équa- 
tion, dans  laquelle  on  réduira  le  second  membre  à  l'une 
des  fonctions  respectives  F[x),f{x),<}(x),...-,  la  souime 
des  valeurs  ainsi  obtenues  pour  cbacune  de  ces  fonctions 
successivement  satisfera  à  la  proposée. 

Remar</ue.  —  Si  l'on  connaissait  m  H-  i  intégrales 
particulières  ^i ,  /s,...,  jK^+i  de  l'équation  (i),  les 
diiîérences  ^s — -fi-jjs — jKivî  J"m+i — fi   satisferaient  à 

L'intégrale  générale  de  cette  dernière  serait  donc 

et  l'intégrale  générale  de  la  proposée  serait 

T=Ji  +  c,(7s  — 7,)-t--  .--l-':„(j™+.  —  Ji)- 

134,  Autre  méthode  pow  l'intégration  de  l'équation 
linéaire  complète.  —  M.  Caucby  a  donné  une  méthode 
pour  trouver  une  intégrale  particulière  de  l'équation 

quand  on  connaît  une  intégrale  de  la  suivante  : 

dx""  dx"--" 

telle  que,  pour  x  =  a.,  on  ait 

quelle  que  soit  la  constante  «  ;  et  l'on  conçoit  qu'on  pourra 
touioura  trouver  une  valeur  de  z  satisfaisant  à  ces  condi- 
tions, si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  de  l'équation  (a), 
qui  renferme  m  constantes  arbitraires. 

i3. 
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Soit,  en  effet,  s  =f{x^  a.)  cette  valeur  de  z.  Posons 

nous  en  déduirons 

Mais,  parhypoihèsejy(a,  a)  est  nul,  quelque  soit  a  '.  donc 
f[x-,  x)  =:  o,  et  l'on  a  seulement 


dy        r^  dz 


On  trouvera  de  mèir 


•r        C'd: 


Substituant  à_^  et  à  ses  dérivées  les  valeurs  ainsi  obtenues 
dans  l'équation  (i),  elle  devient 

oe  qui  est  une  identité  en  vertu  de  l'équation  { a) . 

Connaissant  ainsi  une  solution  de  l'équation  (t),  on 
aura  son  intégrale  générale ,  en  y  ajoutant  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (  2  ) . 

Cas  particulier  oii  le  premier  membre  n'a  qu  un  ieul  terme. 
13S.  Si,  dans  l'équatiou  (i),  tous  les  coefficients  sont  nuls. 
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excepté  le  dernier,  on  a  une  équation  de  la  forme 


F  étant  une  fonction  quelconque  de  x.  En  intégrant  m  fois 
de  suite  par  rapporta  jt,  on  aurait  la  valeur  suivante  à.^ y  : 


Mais,  au  lieu  de  quadratures  successives,  on  peut,  au 
-moyen  d'une  formule  que  nous  allons  faire  connaître,  ex- 
primer y  par  une  suite  de  quadratures  simples ,  indépen- 
dantes les  unes  des  autres. 

On  y  pourrait  parvenir  en  partant  de  j  F  [x)  dx  et 
l'intégrant  par  parties  ;  on  n'aurait  ainsi  que  des  intégrales 
simples  qui  donneraient  la  valeur  de  j  dx  I  F  [x)  dx  ou 
I  F  [x)  dx^  ;  intégrant  par  parties  le  résultat,  on  forme- 
rait /     F(x)  dx^  au  moyen  d'intégrales  simples,  et  l'on 

continuerait  ainsi  indéfiniment. 

Mais  la  formule  générale  à  laquelle  on  arriverait  ainsi 
est  beaucoup  plus  facile  à  obtenir  d'après  la  méthode  que 
nous  venons  d'indiquer  pour  l'équation  complète  (1), 

En  effet,  dans  le  eas  actuel,  l'équation  en  s  se  réduit  à 

- —  =  o,  dont  l'intégrale  générale  est  un  polynôme  du  de- 
gré m  —  là  coefficients  arbitraires.  On  satisfera  à  la  con- 
dition que  ce  polynôme  soit  nul  ainsi  que  ses  m  —  a  pre- 
mières dérivées  pour  la  valeur  x  =  a,  en  lui  donnant 
la  forme  M(x  —  «)"■"';  et  enfm,  pour  que  sa  dérivée 
d'ordre    [m—i)   se  réduise   à   F(£(),   il   faudra   prendre 
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M  =^-^ Y^ ■■  La  valeur  du  z  sera  donc 

et  l'on,  aura  une  solution  parliculière  jj  de  Ttijuation  ('A] 
en  prenant 

D'ailleurs,  en  remplaçant  par  zéro  le  second  membre  de  l  o- 
quatîoii  (3),  on  a  pour  intégrale  générale 


Ci,Cî,.  .  .,C,„  étant  des  constantes  arbitraires.  L'intégrale 
générale  de  l'équation  (3)  sera  donc 


i.^...i^~,)^ 


Si  l'on  développe  {x  —  a)'"  ',  on  donnera  au  premier 
terme  la  forme 

!J^-^    f     F  (a;)  i!x  —  '— -^  .■>:«-'  I      ^i'  (^]  d--»:  -^  -..   J 
l.7....p-  J^  1 

On  pourrait  sans  mconvénient  remplacer  les  intégrales 
prises  entre  les  limites  zéro  et  ar  par  des  intégrales  indéfinies, 
car  ce  serait  ajouter  des  termes  cjui  se  réduiraient  avec 
ceux  dont  les  coefficients  sont  des  constantes  arbitraires. 
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Èi^iiaUons  linéaires  à  coefficients  constants. 

136.  La  forme  la  plus  générale  de  ces  équations  esL  la 
suivante  : 

dx'"  rfjT™-'  dx  ■' 

Si  ton  suppose  d'abord  que  le  dernier  terme  V  soit  co]i- 
stant,  on  le  fera  disparaître  en  changeant jj^  en  r  +  -s  de 
sorte  que  l'équation  qu'il  suffit  alors  de  considérer  est 

daf"  dx'"   '  dx 

et  si  l'on  peut  en  trouver  m  intégrales  particulières,  on  for- 
mera l'intégrale  générale  en  les  multipliant  chacune  par  une 

constante  arbitraire ,  et  les    ajoutant.   Posons  y  t^  e"',  a 
étant  indéterminé,  et  substituons  dans  l'équation   (i),  il 

(2)  «-+Ao-"  +  ..,  +  To  +  n  =  o. 

On  aura  donc  m  intégrales  particulières  en  prenant  suc- 
cessivement pour  a  les  m  racines  de  cette  équation.  Si  on 
les  désigne  par  a,,  ti^, . . . ,  «,„,  et"  par  Cj,  Cj, . . . ,  c,„  des 
constantes  arbitraires,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i) 
sera 

(3)  r  =  c,e°.'^-l-c, ,?'!■  +  .  .  .-{-c^e«»'. 

137.  H.  est  facile  de  démontrer  que  cette  équation  donne 
bien  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i).  Il  suffit,  pour 
cela,  de  faire  voir  que,  pour  une  valeur  particulière  .j7  =r  sr, 

on  peut  déterminer  les  constantes  de  manière  que  /  -j-  r  ■  ■  ■  i 

"■— -  soient  égaux  à  des  quantités  arbitraires.  On  remar- 
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quera  d'abord  qtie,  ces  constantes  étant  entièrement  indé- 
terminées, on  peut  mettre  y  sous  la  forme 

(4}  j^Cie=if'-''-+-c,e".l*-°'  +  .  .  .H-c„e°»'l-'^-'>, 

et  l'on  aura,  pour  déterminer  c,,  Cj,...,  c,„,  les  équations 
suivantes,  dans  lesquelles  j^^  j\i--  ■  sont  les  valeurs  de  jr 
et  de  ses  m  —  i  premières  dérivées  pour  x  =  k  : 

(5)  {.■',c,+.ic.^...+  ul,c„  =  rl 


Des  équations  du  premier  degré  de  ce  genre  conduisent  à 
des  formules  dont  il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  rappeler 
ici  la  démonstration. 

Multiplions  la  première  équation  par  une  indéterminée  k, 
la  seconde  par  A', . . .  et  la  dernière  par  i ,  puis  ajoutons- 
les  ;  nous  aurons 

{h-^k'  a,-^k"  a\+...+a^"')c,-\'{k-\'  k'  a,-^  k"  a^-\-...V^  +  ... 

=  ky,-\-  ^'j'^  4- ;f"y; -H  ,  .  .-i-j*""'': 

pour  déterminer  Cj,  nous  égalerons  à  zéro  les  coefficients  de 
Csv^  '^"■1  ce  quidonnera,  pour  déterminer  k^k',...,  fti"-^', 
les  équations  en  même  nombre 
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Les  premiers  membres  de  ces  équations  ne  sont  autre  cliose 
que  les  valeurs  que  prend  le  polynôme 

t  +  ^'a-i-  :î"fl'+. ..  +  <!'"-', 

que  nous  désignerons  par  y  (a),  dans  lequel  on  remplace 
successivement  a  par  toutes  les  racines  de  l'équation  (2), 
excepté  «,  :  le  polynôme  y{«)  aura  donc  pour  racines  «s, 
«3, . . . ,  fl„,  et  il  en  résultera 

F(a) 

en  représentant  par  F  {a)  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (2).  De  cette  équation  on  déduit 


et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que,  si  l'équation  (2)  n'a  pas  de 
racines  égales,  les  dénominateurs  des  inconnues  c,,  Ca,.,., 
qui  sont  F'(a),  F'(as),  seront  différents  de  zéro,  et  par 
conséquent  on  pourra  satisfaire  aux  équations  (  5  )  ;  ce  qu'il 
fallait  démontrer.  Les  équations  (4)  ou  (3)  représentent 
donc  bien  l'intégrale  générale. 

Achevons  maintenant  ce  qui  se  rapporte  à  la  détermina- 
tion de  ces  inconnues,  par  exemple  de  c,  ;  sa  valeur  est 

g  _  ^ j.  -I-  j'y,  ■+- .  .  --t-jT"" 


F(«0 

11  ne  reste  donc  qu'à  connaître  les  valeurs  de  A,  A', .  •  ■  i  < 
elles  résulteront  de  l'ideniilé 

Il  suffira  de  développer  le  quotient  fini  deF(«)  paru  —  a 


y  Google 


ao2  LivaE  IV. 

et  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  a  seront  X, 
A',  ■  .  . .  Les  formules  que  l'on  obtiendra  ainsi  conviendront^ 
pour  ûs,  «3,.  ■  ■  pai'  la  simple  substitution  de  ces  racines 
respectives  à  a^. 

Nous  nous  bornerons,  sur  ce  point,  à  Texamen  du  cas 
général  où  les  racines  sont  différentes,  et  nous  ne  traiterons 
pas  le  cas  particulier  où  il  y  en  aurait  d'égales. 

138.  Si  l'équation  (a)  a  des  racines  imaginaires,  la  va- 
leur (3)  de  y  se  présentera  sous  forme  imaginaire;  mais 
rien  n'est  plus  facile  que  de  lui  donner  une  forme  réelle. 
Soient  a  =h  6  ^ —  i  deux  racines  imaginaires  conjuguées  de 
l'équation  (a),  les  termes  qui  en  proviendront  dans  la  for- 
mule (3)  seront  de  la  forme 

ou  encore 

e'"[A(cose3^-l-  \/^7sine.r)  -i-B(cosê^—  \/--i  sinS^)]- 

Or,  A  et  B  étant  des  quantités  arbitraires,  réelles  ou  ima- 
ginaires, on  peut  les  déterminer  de  manière  qu'on  ail 

A  --1-  B  =  M,      (A  —  B  )  /— V  r--=  S, 

M  et  N  étant  des  constantes  arbitraires.  Les  deux  termes 
que  nous  considérons  dans  l'équation  (3)  seront  donc  rem- 
placés par 

^"(Mcosêaî  +  Hsinej;), 

et  la  valeur  de  j  se  présentera  sous  une  forme  réelle. 

139.  Si  l'équation  (a)  avait  des  racines  égales,  les  termes 
correspondants  de  la  formule  (3)  se  confondraient  en  uii 
seul,  et  l'on  n'aurait  plus  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
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tion  (i),  puisqu'il  n'y  aurait  plus  m  constantes  arbitraires. 
Mais  il  est  encore  iacile  de  trouver  dans  ce  cas  l'intégrale 
générale. 

Soient  «1  et  «a  deux  racines  que  l'on  suppose  égales.  On 
peut  altérer  inîinîment  peu  les  coefficients  de  l'équation  (i), 
dételle  sorte  que  l'équation  (a)  n'ait  plus  de  racines  égales, 
et  que,  par  conséquent,  la  formule  (3)  donne  l'intégrale 
générale.  Lorsque  les  coefficients  tendront  vers  ceu?:  de 
l'équation  (i),  cette  intégrale  tendra  vers  une  limite  qui 
satisfera  nécessairement  à  l'équation  proposée,  et  qui  eu 
sera  l'intégrale  générale,  si  elle  renferme  m  constantes  ar- 
bitraires. 

Soit  a,  -(-  §  la  valeur  de  la  racine  qui  tend  à  se  réduire 
à  a,.  Les  termes  correspondant  à  a^  et  a,  -i-  $  dans  la  va- 
leur de  y  seront 

Cf^i"  -^  ç'^IjJ+Sj         q^-^       cf^i'  -h  c'ê"i^   l  ï  -î-  5j:  -;-   ---   -h  .      -  \ 

ou,  en  posant  c  -i-  c'  =;  A,  c'd  =^  B, 

Aev-h  B,c ,?=.'+  --— .•c'Ê^.^^-. . .; 

les  constantes  c  et  c',  étant  arbitraires,  peuvent  toujours  être 
choisies  de  manière  que  B  et  A  aient  des  valeurs  finies 
quelconques,  quelque  petit  que  soit  tî.  Donc,  à  mesure 
que  S  tend  vers  zéro,  la  somme  des  termes  que  nous  con- 
sidérons tend  vers  la  limite  Ae"'""  -+-  B:i;e"i^,  et  la  for- 
mule (3)  se  change  en  celle-ci  : 

(6)  j  — e"i^(A-i-B3:)-j-  (.■je°s''-i-.  ,  .-±c„k'«'. 

Cette  valeur  de  y  est  l'intégrale  générale,  puisqu'elle  ren- 
ferme m  constantes  arbitraires. 

ienl,  égales,  on  supposerait  d'à- 
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bord  l'équation  modifiée  de  manière  que  di 

IcDient  fussent  égales,  ce  gui  conduirait  à  la  formule  (6); 

on  y  remplacerait  «s  par  a,  ■+-  â,  et  l'on  aurait 

Or  A,  15,  Cs  étant  arbitraires,  on  peut  poser 

-^—  =C',     B-^-cJ^W,     A  -t-c,  =  A', 

A',  B',  C  étant  de  nouvelles  constantes  arbitraires  ;  et,  fai- 
sant tendre  â  vers  zéro,  on  aura,  pour  l'intégrale  générale, 

Y  =  e°i'  (  A'  4-  B'  ^  -I-  C  .t'  1  -4-  c  e''"  + .  .  .  -f-  c  e'm^. 
On  continuerait  de  la  même  manière  si  l'on  supposait  une 
quatrième  racine  égale  à  a,;  et  l'on  voit  qu'en  général,  si 
n  racines  deviennent  égales  à  «,,  on  aura,  pour  l'intégrale 
générale, 

^  I  -t-  c„+,  e°"+i'  +  ...-)-  c™  e°™^. 

141.  On  peut  encore  déterminer  d'une  autre  manière 
l'intégrale  générale,  lorsque  n  racines  a,,  «a,.  .  .,  a„  ont 
une  même  valeiu-  a.  En  etïet,  on  ne  connaît  plus  alors  im- 
médiatement que  m  —  n  -h  i  intégrales  particulières ,  et 
ce  cas  rentre,  par  conséquei\t,  dans  celui  qui  a  été  traité 
dans  un  des  numéros  précédents. 

Soit  Ce"-'  le  terme  auquel  se  réduisent  n  termes  de  l'é- 
quation (3),  et  généralisons -le  en  considérant  C  comme 
fonction  de  x;  nous  aurons 


^ ,  dC    _  .  ,    (/™C    , 


=  Ca^e"  H 
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Substituant  dans  l'équation  {i),  les  termes  qui  renferment 
C  disparaissent  en  vertu  de  l'équation  (a);  ceux  qui  ren- 
ferment— disparaissent,  ainsi  que  les  suivants,'  jusqu'à 
ceux   où  entre   -f-^rr  inclusivement,  parce  que  la  racine  a 

annule  les  ra  —  i  premières  dérivées  de  l'équation  (2).  Il 
reste  donc  une  équation  en  C  dans  laquelle  l'ordre  le  plus 
élevé  est  m,  et  le  moins  élevé  est  n.  Son  intégrale  générale 
fournirait  m  constantes  arbitraires  ;  mais  nous  n'avons  besoin 
que  d'une  valeur  de  C  qui  en  renferme  n,  et  c'est  ce  que 
nous  aurons  en  posant 


ce  qui  conduit  de  nouveau  à  la  formule  (7). 

142.  Si  le  dernier  terme  V  était  fonction  de  x,  on  pour- 
rait commencer  par  le  négliger,  et  l'on  intégrerait  l'équa- 
tion (()  conime  nous  venons  de  le  faire;  puis  on  considé- 
rerait les  constantes  comme  des  fonctions  de  x^  et  l'on 
obtiendrait  la  solution  complète  de  l'équation  proposée  par 
le  procédé  indiqué  précédemment.  Nous  ferons  observer 
seulement  que,  si  quelques-unes  des  racines  «1,. . .,  a,„ 
étaient  imaginaires  ou  égales,  il  serait  convenable  d'em- 
ployer l'intégrale  de  l'équation  (1)  avec  les  niodifications 
que  nous  avons  indiquées  dans  ce  cas. 

Cette  équation  peut  aussi  s'intégrer  par  la  méthode  de 
M.  Cauchy,  et  nous  la  clioisiroiis  pour  donner  un  exemple 
de  cette  méthode.  Soit 

En  négligeant  le  second  membi'C,  l'intégrale  générale  sera 
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a  étant  une  constante  choisie  arbitrairement,  et  «,,  %...., 
rt,„  les  racines,  que  nous  supposerons  tontes  inégales,  de  l'é- 
quation 

a'"  -r  Aa-"-'  +  .  .  .  +  ï «  4-  U  —  o. 

11  laut  d'abord  déterminer  les  constantes  Ci,  c^,...,  c,„  par 
la  condition  que,  pour  x  ~--  tx,  on  ait 

on  est  conduit  ainsi  aux  m  équations  suivantes  ; 


Les  équations  se  résoudront  comme  on  l'a  vu  prccédeio- 
mcnt,  et,  en  posant 


a"'  -i-  A<* 

"-'+...  +  T« 

+  n=/(o), 

F(.) 

La  valeur  précédente  dey  devient  ainsi 
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Il  faut  maintenant  intégrer  cette  expression  par  rapport  à  o: 
entre  les  limites  zéro  et  x,  puis  y  ajouter  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation 

---  -  -I-  A  -, 1-  .  . .  -i-  U  r  =^  o, 

laquelle  est,  en  désignant  par  «,,  «a,...,  «,„  des  constantes 
arbitraires, 

L'intégi-ale  générale  de  l'équation  proposée  .sera  donc 
l-i3.  Les  équations  linéaires  de  la  l'ormo  suivante  : 

ïï       d"'-''r  Uj 


'     {ax  ■+■  b)"  dx"'—"  [ax  -+-  b]'" 

s'intégrent  généralement  en   posant  j=  [cix  -f-  b)"-.    On 
trouve,  en  substituant, 

-h  Aa  (a-  i).  .  -{a  -  m  +  2)^"-'+.  .  .  +  U  =  o. 
Cette  équation  donne,  pour  a,  m  valeurs  «^,  «a, .  .  . ,  «,„;  et 
si  l'on  désigne  par  Ci,  c^,.  .  .^  c„  des  constantes  arbitraires, 
l'intégrale  générale  sera 

Le  cas  où  l'équation  en  x  aurait  des  racines  imaginaires  ou 
égales  se  traiterait  comme  dans  les  questions  précédentes. 
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TRANSFORMATIONS  PROPRES  A  ABAISSER  L'ORDRE 
DES  ÉQUATIONS. 


l'44.  Toute  équation  linéaire  de  l'ordre  m 
peut  s'abaisser  à  l'ordre  nî^-  i,  en  posant 


En'elFct,  on  aura 

dx  dx'  dx 

substituant  dans  la  proposée,  le  facteur  e^"'"  disparaîtra, 
et  l'équation  sera  de  l'ordre  m  —  i  ent;  mais  elle  ne  sera 
plus  linéaire. 

Soit,  par  exemple. 


on  obtiendra 


-  (=  +  A;-l-  B  =  o. 


145.  Considérons  maintenant  une  équation  où  n'entrent 
ni  X  ni  j",  mais  seulement  deux  dérivées  consécutives 
d'ordre  quelconque. 

O»  posera  igS  =  />>  "  "  ""<1"  ^  (p.  *.)  =  <>  1  d'où 
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l'on  tirei-a 

d^^f{p)dp      et      :>.-^f/(p)dp  +  C  =  o{p). 

Si  l'on  peut  résoudre  cette  équation  par  rapport  i\  p,  on 
connaîtra  -j-^  en  fonction  de  a:,  et  par  une  suite  de  qua- 
dratures on  parviendra  à  avoir  j-  en  fonction  de  x  et  de 
n  constantes  arbitraires.  Si  l'on  ne  peut  la  résoudre,  on 
obtiendra  y  en  fonction  de  p  de  la  manière  suivante. 

L'équation  -j-^zr  ^^  P  "^oiinc 

intégrant  toujours  par  rapport  à  x,  et  remplaçant  dx  par 
f{p]  dp  dans  le  second  membre,  on  parviendra,  par  une 
suite  de  quadratures,  kj'  ^^  i^i  [p]- 

Éliminant  p  entre  cette  équation  et  x  =  ^(p),  on  aura 
uue  équation  entre  j^  x  at  n  constantes  arbitraires,  qui 
sera  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

146.  Si,  par  exemple,  on  demandait  la  courbe  dont  le 
rayon  de  courbure  est  égal  à  une  constante  a,  il  faudrait 
intégrer  l'équation 


d'Y 

OU,  en  posant  ^ 

dJi-' 

=  p, 

{i+j'^Y      , 

dp 

' 

dx 

d~où 

dx  =  - 

^^"^    .       et     ._ 

ap 

i 

i+P'Y 

^l^p^ 

Cal.  In/.  D.  - 

-  H. 
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On  pourrait  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  p,  mais 
il  sera  plus  simple  d'exprimer  y  en  fonction  de  />;  on  aura 


r=fpi^^^^j-'-''- 


v/« 


Connaissant  ainsi  deux  intégrales  premières  de  la  propo- 
sée, il  suffira  d'éliminer  p  entre  elles  pour  obtenir  l'inté- 
grale générale,  qui  sera 

(x-C)-+(r-c,  )■=«', 

équation  d'un  cercle  ayant  a  pour  rayon,  et  le  centre  au 
point  arbitraire  dont  les  coordonnées  sont  C,  C, . 

1^7.  Considérons  encore  le  cas  où  les  ordres  des  deux 
dérivées  auraient  une  différence  de  deux  unités, 

posant  j;:;rr  =  Pi  '^  vient 

Muilipliant  par  2  dp  et  intégrant,  il  vient 


(I) 

d'où 


<|f  (p)  renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  peut  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  p, 
on  connaîtra  j-  par  n  — a  quadratures,  qui  introduiront 
n  —  a  nouvelles  constantes  arbitraires  ;  sinon,  on  obtiendra 
J'en  fonction  de  p,  en  intégrant  n — a  fois  l'équation 

— ■■  =p,  après  avoir  multiplié  à  chaque  fois  le  premier 
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membre  par  dx  et  le  second  par  son  égal  tf  [p)  dp.  L'ex- 
pression de  jy  renfermera  ainsi  n — 2  constantes  arbitraires, 
et  leiiminatîon  de p  entre  les  deux  équations  qui  donnent 
X  et  y,  conduira  à  une  équation  entre  x,y  etn  constantes, 
qui  sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée, 
1-48.  En  général,  si  l'on  a 

^L-'Jz,...,'Tz\, 

\      dx"  dx'"  j 

on  abaissera  l'ordre  de  i, 
l'on  peut  intégrer  l'équation 

puis  résoudre  par  rapport  à  j;  ou  à  p,  on  obtiendra  l'équa- 
tion en  :r  et  j-  par  les  mêmes  moyens  que  dans  les  cas  pré- 
cédents. 

Si  l'équation  était  de  la  forme 

on  pourrait,  par  le  changement  de  la  variable  indépendante, 
la  réduire  à  la  suivante  : 

/         dx  d"'3:\ 

F     Y,  —,■■■,  ■     =0, 

\       dj  dy  j 

et  1  abaisser  en  posant  —  =-.  p. 

Mais  on  peut  encore,  dans  ce  cas,  poser  4-  =^}?;  il  en  ré- 
sultera 


dy  dy         J  d'p  dp^ 


-^r  =P  - 


-jy 
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et  ainsi  de  suite.  On  anrait  tlonc,  en  substituant  dans  la 
proposée,  une  équation  de  l'ordre  m  —  i  enLre  p  et  j 

i49.  Si  l'équation 

,     .    .  ,  .   ,  dy     d'Y 

était  homogène  par  rapport  aux  quantités  jj^,  —,  -~~---, 

on  pourrait  abaisser  son  ordre  d'une  unité. 

En  effet,  en  divisant  par  une  puissance  convenable  de  j. 
ou  lui  donnera  la  forme 


/      dj    d'y 

\    y     r 

■)- 

On  posera  ensuite  -—  =  j'f ,  ce  qu 

i  revient  à  pos« 

Il  eu  résultera 

d'y           1  dt          \ 

d'y  __        d'I  dt  \ 

dx^  —^  \d^  "^  ^'  ^  ^  '  J  '  ■  ■  "' 

y  sera  facteur  dans  toutes  ces  dérivées,  et  l'équation  ci- 
dessus  deviendra,  par  ces  substitutions,  une  équation  de 
l'ordre  ni —  i  entre  x  et  t. 

150.  Lorsqu'on  donne  l'équation  d'une  courbe  renfer- 
mant l'arc  j,  et  qu'on  elierche  celle  qui  aurait  Heu  entre  x 
et  y  seulement,  il  faut  diffëreutier  l'équation  donnée,  rem- 
placer ds  par  sjdx^  -4-  dj' ,  et  éliminer  s  entre  cette  équa- 
tion et  la  première  ;  on  aura  ainsi  une  équation  différen- 
tielle entre  x  et  y  seulement.  Si  l'équation  donnée  peut 
être  résolue  par  rapport  h  s,  il  n'y  a  aticuue  élimination  à 
faire  après  la  diffère ntiation. 
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Soit,  par  exemple  s'  ^^  aj,  d'où  l'on  tire 

Dilïeren liant,  il  vient 

—  =  -J  -"=  _i  ^~^- 
on  tire  de  !à 

df^\rix      '  * 
équation  d'une  cycloïde  rapportée  à  son  sommet,  et  engen- 
drée par  un  cercle  dont  le  rayon  est  3- 
Si  l'on  donne  une  équation  de  ia  forme 


dx 

=  /'- 

d'Où       .= 

F(P)- 

On  obtiei 

idra 

paria 

différent  iati  on 

ds 

=:F' 

(^)l=^- 

rTj?, 

d'où: 

l'on  tire 

dx 

dy 

~P 

Si  l'on  peut  effectuer  ces  deux  quadratures,  on  obtiendra 
l'équation  entre  x  et_y,  en  éliminant  p  entre  les  deux  équa- 
tions obtenues.  Si  l'une  de  ces  deux  équations  peut  iïtre  ré- 
solue par  rapport  à  p,  il  est  inutile  de  connaître  1  autrcj 
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puis(|ue  l'on  aura  la  valeur  ■—  en  fonction  de  x  ou  de  j-, 

ijuc,  par  conséquent,  on  aura  l'équation  finie  entre  x  ei 

par  une  simple  quadrature.  Soit,  par  exemple, 

dy 
.¥  =  a  arc  tang  -j-  ■ 

La  dilïerentiation  donne  l'équation 


(1 -^  ,,•)■■■ 

ei,  par  suite, 

.ij-    '"''*,■ 

(>+/>■)' 

Cette  Jeiniè, 

■e  s'intègre  imniédiatetnenî  et  doniu 

J--c  =  -o(l+p')"", 

d'où 

.._  b--'-)* 

C'est  l'équation  d'un  cercle  de  rayon  «,  placé  d'une  ma- 
nière quelconque.  Pour  satisfaire  à  l'équation  donnée,  il 
faudra  prendre  pour  origine  des  arcs  l'un  des  points  où  la 
tangenlo  est  parallèle  à  l'axe  des  x^  afin  que  l'on  ait  j  =:  o 
dy 

^«'■sq^<=  -f^  ^  o- 

Intégration  des  éijuations  homogènes  par  rapport 

à  x^  j^  dx,  dj,  d^y. 
151.  Soit 
•(0  V(.-^.j,d.r.d=x)  =  o 
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nne  équation  de  ce  genre,  et  dont  les  termes  sont  tous  finis, 
ou  infiniment  petits  du  même  ordre. 
Posons 

y=ux,     dy^i=p  dx,      d-y=::  -  tfc'. 

En  faisant  d'abord  ces  substitutions  dans  l'équation  (i), 
j  et  ses  différentielles  auront  disparu,  et  tous  ses  termes 
seront  homogènes  par  rapport  à  a:  et  dx.  En  effet,  ils  l'é- 
taient primitivement  par  rapport  à  X,  dx^  ^,  dj,  d 'j",  et 
l'on  a  substitué  à  ces  trois  dernières  quantités  des  expres- 
sions homogènes  du  prem.ier  ordre,  par  rapport  à  a?  et  dx. 
Et  comme  tous  les  termes  doivent  être  du  même  ordre  infi- 
nitésimal, dx  disparaît  nécessairement,  et  par  suite  X. 
Donc  l'équation  obtenue  sera  de  la  forme 

(5.)  f{u,p,q)  =  0, 

et  donnera 

Or  —  peut  s'exprimer  de  deux  manières  au  moyen  de  u 

etp,  car  on  a 

u  dx  -'r  x  du^p  dx, 
d'où 

X  ~^  p—  u 
D'une  autre  part,  on  a 

tj        dp  .  dx,        dp  ^_       dp 


•f{p,  u] 


Kgalant  les  deux  valeurs  à 


-» 

'»{;'.»)' 
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équaiiou  différentielle  du  premier  ordre,  qui,   intégrée, 
donnera 

c  désignant  une  eonslante  arbitraire. 

On  connaîtra  facilement  x  en  fonction  de  u,  puisque  1  on 
aura 


■^{u,c]-u 


d'où,  en  désignant  par  c'  une  nouvelle  constante  arbitraire, 
et  par  ^  (u,  c)  l'intégrale  du  second  membre, 

et,  comme  u:=  —■,  on  aura 

et  l'on  connaîtra  ainsi  l'intégrale  générale  de  l'équation 
proposée. 

152.  Lorsque  le  second  membre  de  l'équation  (3)  est  de 
la  forme 

on  remplace  l'équation  (3)  par  la  suivante  : 


qui  devient,  en  multipliant  par  —, 
dy  _^  j)dp 
d'où  l'on  tire 
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Eifcctuaiit  l'intégration  et  désignant  par  c  une  constante 
arbitraire,  on  mettra  y  sous  la  forme 

Si  1  on  peut  résoudre  par  rapport  à  />,  on  ramènera  l'équa- 
tion à  la  forme 

et  l'on  intégrera  les  deux  membres;   sinon  on    tirera  des 
équations  précédentes 

d'où 

et  l'on  éliminera  p  entre  cette  équation^  =  chip). 

153.  Nous  trouverons  une  application  de  cette  métliode 
dans  le  problème  suivant  :  Déterminer  ta  courbe  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à  la 
normale. 

On  obtient  immédiatement  l'équation  différentielle 

dr'  d'y 

m  étant  le  rapport  du  rayon  de  coiu-bure  k  la  normale.  Le 
signe  supérieur  se  rapporte  au  cas  où  le  rayon  de  courbure 
est  dans  le  sens  de  la  normale,  et  le  signe  inférieur  au  cas 
où  il  est  en  sens  contraire. 
Posant 

y  ^=  ua:,     dj  ^  p  dx,     d^y  ^=  —  dx', 
on  obtient 

1  4-^=::=qi»Iilç,    d'où      5  =  ^r ' 
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équation  qui  ne  rentre  pas  dans  celles  que  nous  avons  i 
tégrées.  Mais,  d'après  la  remarque  laite  dans  le  dcrni 
numéro,  on  la  remplacera  par  la  suivante  r 


"  I  +/=■' 


^los(i+p-)  =  los(.+f) 


V("^ 


s/a 


Il  y  a  des  valeurs  particulières  de  m  qui  rendent  cette  i 
gratioa  possible,  savoir  m  =  a,  ;»  =  i .  KsaTninoiis  suci 
sivcinent  ces  deux  cas. 


vr^' 
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équation  d'une  cycloïde  dont  la  base  est  située  sur  l'axe 

des  X,  et  dont  le  cercle  générateur  a  pour  rayon  - 1  dont  la 

valeur  est  arbitraire.  Et,  en  effet,  on  sait  que,  dans  toute 
cycloïde  ainsi  placée,  le  rayon  de  courliure  est  double  de  la 
normale. 

En  prenant  le  signe  inférieur,  on  a 

d'où 


équation  d'une  parabole  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à 
l'axe  des  x. 

La  normale  se  rapportant  à  une  droite  donnée  que  l'on 
a  prise  pour  axe  des  x,  si  l'on  changeait  cet  axe,  il  faudrait 
se  rappeler  que  la  normale  doit  être  prolongée  jusqu'à  la 
droite  donnée,  et  non  jusqu'au  nouvel  axe  des  x.  Mais  on 
peut  prendre  l'origine  en  tel  point  que  l'on  voudra  de  cette 
ligne,  par  exemplccelui  dont  l'abscisse  est  c',  ee  qui  revient 


et  il  est  facile  de  vérifier  que,  quel  que  soit  c,  la  parabole 
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représentée  par  celte  équation  a  son  rayon  de  courbure 

double  de  la  normale  et  dirigé  en  ser°  contraire. 

2"  Soit  m  =  i;  VécjUiitiou   difféi^jîtielle   de   la   courbe 
sera 

4r 


dx^- 


vfy 


En  prenant  le  signe  supérieur,  il  vient 


^-c  =  ~^^ 


équadon  d'un  cercle  quelconque  ayant  son  centre  sur  l'axe 
des  X.  Et  l'on  voit,  en  effet,  qu'alors  le  rayon  de  courbure 
sera  toujours  égal  à  la  normale  et  dirigé  dans  le  même 

Ci  l'on  prend  le  signe  inférieur,  on  trouve 
d'où 


Remplaçant  x  —  c'  par  ar,  on  obtient 

y-t-\j'y'—c^-  =  <:e% 
qui  se  réduit  à 

c'est  la  courbe  que  l'on  nomme  chaînette  :  elle  est  symé- 
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trique  par  rapport  à  l'axu  des_7,  et  son  sommet  est  à  la  dis- 
tance c  de  l'axe  des  x.  Il  est  facile  de  vérifier  que  son 
rayon  de  courbure  est  égal  à  la  normale  et  dirigé  en  sens 
contraire. 

Une  des  équations  que  nous  venons  de  traiter  peut  être 
intégrée  plus  simplement  par  une  considération  particu- 
lière ;  c'est  celle  que  l'on  obtient  en  supposant  m  =;  i  et 
prenant  le  signe  supérieur  ;  on  a  alors 

d-y    ,   dy'^    ^ 


les  deux  premiers  termes  formant  la  dérivée  de  r  -j-  j   on 
aura,  en  intégrant, 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

équation  qui  ne  dii^ère  pas  de  celle  que  nous  avions  li^jà 


15i.  L'équation 


aurait  pu  être  traitée  plus  simplement  que  par  la  méthode 
dont  nous  avons  voulu  présenter  une  application.  On  aufait 
pu  l'abaisser  au  premier  ordre,  en  posant 

dj  ,       d^y  dp 

dx  '  dx^  dy 

et  l'équation  proposée  serait  devenue 

lA-p'=.^myp-^, 


yGoosle 


et,  en  ]Btegranl, 


cl,  par  suite, 

V(f)  "- 

comme  nous  l'avions  trouvé  par  la  première  mélhodo. 
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CHAPITRE  X. 

ÉLIMINATION  DES  VARIABLES  EMTRE   LES  ÉQUATIONS 

DiFFÉItENTIELLES  SIMULTANÉES.  INTÉGBATiON 

DE  CES  ÉQUATIONS. 


153,  Considérons  d'abord  deux  équations  à  trois  va- 
riables X,  y,  3,  et  dans  lesquelles  on  peut  toujours  supposer 
que  les  dérivées  soient  prises  par  rapport  à  la  même  va- 
riable indépendante,  x  par  exemple  ^j)'  et  z  sont  des  fonc- 
tions de  X  qu'il  s'agit  de  déterminer,  et  nous  commente- 
rons par  y  appliquer  le  développement  en  séries. 

On  peut  toujours  supposer  que  l'on  tire  de  ces  équations , 
les  valeurs  des  coefficients  diiïërentiels  de  l'ordre  le  plus 
élevé  par  rapport  ky  eiz,  s'ils  entrent  dans  les  deux  équa- 
tions, 11  faut  toutefois  excepter  le  cas  particulier  où  l'éli- 
mination de  l'un  ferait  disparaître  en  môme  temps  l'autre. 
Les  deux  équations  peuvent  donc,  en  général,  être  c> 
sous  la  forme 

i/^'"  \  d,r"'~^  d^"~ 


d'"-'j    _  d"-> 

■'   dx"'-'  '  *''  ■  ■ 


si  l'on  prend  arbitrairement  les  valeurs  de  jj, . . . ,  — 

z..  ■  .,  ~ -)  dans  lesquelles  on  fait  x  :^o,  elles  servi 

à  exprimer  toutes  les  dérivées  suivantes  dey  et  z,  poi 
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Si  l'élimination  de  -7^  avait  entraîné  -- — ,  la  seconde  des 


valeur  x  =  o,  et  l'on  pourra,  par  conséquent,  développer 
jj'  et  s  par  la  formule  de  Maclaurîn.  On  voit  (jue  leurs  ex- 
pressions renfermeront  niH-n  constantes  arbitraires.  Au 
lieu  de  la  valeur  particulière  x  ^=  o,  on  pourrait  en  choisir 
une  autre  quelconque  x„  et  employer  la  série  de  ïaylor. 

équations  précédentes  serait  d'un  ordre  inférieur  à  n.  Ce 
cas  est  renfermé  dans  celui  que  nous  allons  traiter. 

15(ï.   Soit  m  l'ordre  le  plus  élevé  par  rapport  à  y  dans 

les  deux  équations.  On  tirera  la  valeur  de  -j—-  de  l'une  des 

équations,  et  ou  la  reportera  dans  l'autre,  si  cette  dérivée 
s'y  trouve;  il  n'y  aura  plus  alors  dans  celle-ci  que  des 
ordres  inférieurs  à  m  par  rapport  kj.  On  en  tirera  la  va- 
leur de  la  dérivée  la  plus  élevée  en  z,  et  l'on  aura  deux 
équations  de  la  forme 

'^   >  dx"  \   '•'  '   dx'"-'  dx'-j 

d-'e  _p   /  li^'r  d'''-'z\ 

f^^  d^  ^     '  V'-^'' ■■'   Ite^'     ^' ■  '  ■  '  dx'-'-^  )  ' 

dans  lesquelles  on  a  m^  m\  et  n<^>i'  oti  ^tt'. 

1°  Soit  n<^n';  prenons  arbitrairement  les  valeurs  de 

r, . . . , ^1  z, . . . ,  — ; —  pour  x  =  o:  toutes  les  dérivées 

'         '  (ir"-'         '  '  lia:"'-'    '^  ' 

supérieures  seront  connues  pour  la  même  valeur  x  =  o, 
au  moyen  de  celles-ci  et  des  équations  (i)  et  (2),  de  sorte 
qu'on  pourra  eifectuer  le  développement  de  jy  et  a.  Le 
nombre  des  constantes  arbitraires  qui  y  entreront  est 
m  4-  «',  et,  dans  le  cas  actuel,  on  a  m  -f-  n'  >-  m'  -+-  n. 
0.°  Soit  n'~j>n';  le  développement  Ae  y  exige  toujours 

que  l'on  connaisse  les  valeurs  de  s, ... ,  -~  pour  x^o. 
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Or,  depuis  l'ordre  n',  elles  devront  Être  tirées  de  l'équa- 
tion (a)  et  de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  h  en  z;  ce  qui 
conduira   à   l'ordre  m'  -\-n  —  n'  en  j.    Or,  si  l'ou  avait 

m'-\-n  —  n'^m,  l'équation  (i)  ferait  connaître  — — ,  au 

moyen  des  dérivées  d'ordres  supérieurs  à  m,  et  celles-ci  au 
moyen  d'autres  plus  élevées;  ou  ne  pourrait  donc  eiFecluer 
le  développement  dej-.  On  doit  donc  avoir  m +  /z']>m'-4- H 
pour  que  le  calcul  précédent  puisse  faire  connaître _j" et  s; 
el,  dans  ce  cas,  le  nomire  des  constantes  est  encore  le  plus 
grand  des  deux  nombres  wï-h  n'  et  r/i'  -j-  n. 

157.  Si  l'on  avait  eu  m' -h" >/»-!-«',  on  aurait  au 
moins  l'une  des  deux  inégalités  m'^  m,  n'^n' -^  soit,  par 
exemple ,  m'  >■  m.  On  tîi'erait  des  équations  données  les 

valeurs  de  ~ — 7  et  ~ —  ;  on  aurait  ainsi 


^=-f\' 


dx^  '""     dn^'j 


el  les  développements  seraient  possibles,  parce  que  les 
équations  rentrent  dans  le  cas  précédent.  Le  nombre  des 
constantes  serait  m'  4-  ïî,  et  serait  encore  le  plus  grand  des 
dçux  nombres  m!  -{-  n.  et  in  -h  «'. 

158.  Supposons  maintenant  un  nombre  quelconque 
d'équations  simultanées,  qui  doivent  déterminer,  en  fonc- 
tion de  ar,  les  variables  y,  3,  w,,...  Nous  considérerons  seu- 
lement le  cas  où  l'on  peut  les  concevoir  résolues  par  rap- 
port aux  coefficients  dillërentiels  des  ordres  respectivement 
les  plus  élevés  par  rapport  ky,  z,  u, . . . ,  savoir  ; 

d^y        d'z        dru 
dsc"  '       dx"  '       djif  ' 
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H  est  clair  qu'au  moyen  des  équations  donn<5es,  qu'on  dif- 
férentiera  indéfiniment ,  il  sera  suffisant  et  nécessaire  de 
connaître  les  valeurs  que  prennent^,  3,  u,...  et  leurs  déri- 
vées jusqu'aux  ordres ffi — i,n  —  i,p — i,...  inclusivement, 
et  dans  lesquelles  on  fera  x^^^o,  pour  pouvoir  eilectuer  le 
développement  de  chaque  variable  par  la  formule  de  Ma- 
claurin;  Ces  constantes  sont  entièrement  arbitraires,  etleui' 
nombre  est 


459.  Laissant  de  côté  maintenant  les  développements  en 
séries,  nous  allons  chercher  à  éliminer  toutes  les  fonctions, 
excepté  une ,  et  ramener  ainsi  la  question  à  l'intégration 
d'une  seule  équation  différentielle. 

Propos  on  s -nous  d'abord  d'éliminer  jy  entre  deux  équa- 
tions dans  lesquelles  le  coefficient  diliérentiel  de  l'ordre 

le  plus  élevé  par  rapport  ày  est  ■-—  et,  par  rapport  à  z,  -~  ■ 

Supposons ,  en  premier  lieu ,  que  ces  deux  expressions 
entrent  dans  chaque  équation,  combinées  d'une  manière 
quelconque  avec  les  coefficients  différentiels  des  ordres  in- 
férieurs, ainsi  que  y,  z  et  x.  Soient  ces  équations 

/  dj  d^y  dz  (l"z\ 


Si  l'on  différentie  ces  deux  équations  un  même  noinhre 
de  fois  quelconque,  on  introduira  autant  de  nouvelles  déri- 
vées de  j-  d'ordre  supéiieur  à  m,  et  un  nombre  double 
d'équations;  de  sorte  que,  sil'on  e0ectuo  ainsi  mdifféren- 
tiations,  on  aura  am+a  équations  renfermant^  et  ses 
2m  premières  dérivées,  et  l'on  pourra  en  éliminer  toutes 
ces  quantités  par  les  règles  ordinaires  de  l'Algèbre.  Leur 
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système  sera  ramené  à  une  équation  de  l'ordre  wt  H- w  entre 
z  et  x\  d'où  l'on  pourra  tirer  la  valeur  de  z  en  fonction  de 
X  et  de  m  +  w  constantes  arbitraires,  et  à  am-l-i  équa- 
tions dans  lesquelles  on .  substituera  à  z  et  à  ses  dérivées 
leurs  valeurs,  actuellement  connues,  et  elles  ne  renferme- 
ront plus  que  T  et  ses  am  premières  dérivées.  Eliminant 
ces  dernières,  II  restera  une  équation  entre  _^  et  x  et  les 
m-hn  constantes  arbitraires  qui  se  trouvaient  dans  z. 

Ainsi,  en  général,  les  fondions  y  et  z  renfermeront 
les  mêmes  constantes  arhitraires,  en  nombre  égal  à  In 
somme  des  nombres  qui  désignent  l'ordre  le  plus  élevé 
des  équations  par  rapport  àj  et  z  respectivement. 

On  agirait  d'une  manière  analogue,  et  l'on  arriverait  à 
des  conséquences  semblables,  pour  un  nombre  quelconque 
de  fonctions,  avec  un  nombre  égal  d'équations. 

160.  Mais  il  peut  arriver  que  les  coefficients  difl'érentiels 
de  l'ordre  le  plus  élevé  n'entrent  pas  à  la  fois  dans  les  deux 
équations . 

Supposons  que  les  coefficients  différentiels  de  l'ordre  \c, 
plus  élevé  soient  dans  la  première 


et  dans  la  seconde 


d^y        .rf": 


dx"''  '       dx"'  ' 


On  dîffcrenliera  m'  fois  la  première  équation  et  m  fois 
la  seconde.  On  aura  alors  m-\-m  -i-  ^  équations  renfer- 
mant y  et  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  -+■  m'.  On  pourra 
donc  éliminer  toutes  ces  quantités,  et  il  restera  une  équa- 
tion entre  z  et  x,  dont  l'ordre  sera  le  plus  grand  des  deux 
nombres  m -H  n',  etm'-l-n;  et  cet  ordre  est  égal  au  nombre 
des  constantes  qui  entreront   dans  la  valeur  de  z.   Sub- 
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slituaiit  k  z  et  à  ses  dérivées  leurs  valeurs  connues,  dans  les 
m  -t-  m'  -h  I  équations,  on  en  pourra  éliminer  les  m  +  m'  dé- 
rivées de  j^,  et  il  restera  une  équation  enLrej-,  x  et  les 
constantes  qui  entrent  dans  z. 

161.  Considérons,  en  particolier,  le  cas  de  m  équations 
où  toutes  les  dérivées  sont  du  pi'cmier  ordre,  et  peuvent  en 
être  déduites  sans  que  l'on  rencontre  aucune  incompatibi- 
lité ou  indétermination;  on  aura  alors 

J^=/(.,.,.,...,«,, 


,  «), 


et,  d'après  ce  qui  précède,  les  constantes  arbitraires  seront 
les  valeurs  de _j',  z, . . . ,  w,  correspondant  kx  =  x^.  Si  l'on 
différentie  la  première  m — ^  i  fois  et  qu'on  substitue  à  cha- 
que fois  aux  dérivées  du  premier  ordre  qui  s'introduisent 

leurs  valeurs  tirées  des  équations  données,  on  obtiendra 


=,...,"), 


et  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  les  variables  z 

sont  au  nombre  de  m—i.  Il  en  résultera  une  équation  de 

l'oî-dre  m  eny,  qui  donnera  la  valeur  de  cette  variable 
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fonction  de  x  et  de  m  constantes  arbitraires.  Substituant 
cette  valeur  dans  les  m  —  i  équations  qui,  conjointement 
avec  l'équation  finale,  remplacent  le  système  donné,  on  en 
déduira  z,.  .*  ,  u  en  fonction  de  x  et  des  mêmes  constantes 
arbitraires. 

Remarque.  —  Si  les  intégrales  de  ces  équations  sont 
mises  sous  la  forme 

t(«,j,.,. ..,«)  =  .,     .|„(^,r,z,. ..,.)  =  «„..., 

qu'on  les   diiïérentie    et  qu'on  remplace    j-'-"'  j~  P^"^ 

leurs  valeurs  en  Jtr,  y,  z, . .  . .  m,  les  équations  qu'on  ob- 
tiendra entre  ces  variables  seront  des  identités-,  car  toute 
équation  déduite  des  intégrales  et  des  données  doit  être 
satisfaite  par  des  valeurs  arbitraires  j^^  Zi,^...t  «o,  cor- 
respondant à  un  X  arbitraire  Xo- 

On  a  donc,  quels  que  soient  x^  r,  s, .  .  . ,  w, 

15 +4F  +  !a/+. ..  +  :!♦,  =  „, 

d.v        liy  dz  du' 

et  ainsi  des  autres. 

D'où  l'on  voit  que  chacune  des  fonctions  t{i,  ^fi,  -  -  -,  ^,^~i 
est  une  solution  de  l'équation  aux  différentielles  partielles 

j^+FK^,.,...,.,-+...  +  ,(^„r,.....)3;  =  o, 

dans  laquelle  u  désignerait  une  fonction  des  variables  indé- 
,     pendantes  ;r,  ^,  z, . . . ,  w. 

Cette  remarque  nous  sera  très -utile  dans  l'intégration 
des  équations  différentielles  partielles. 

162-  On  peut  ramener  au  cas  des  équations  du  premier 
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ordre  celui  dans  lequel  on  suppose  que  l'on  puisse  expri- 


u  moyen  de  celles  d'ordre  inférieur. 
En  effet,  si  l'on  pose 


les  équations  proposées  donneront  les  valeurs  de 

rfr*"-')     rfsi°-''     didp-'i 

dj:  dx  d.x 

en  fonction  de  x^  j^  y'. .  .  .,  jr''"~''i  -^i  z', .  .  . ,  s'""'',  «, 
u', . .  . ,  «*''"■''.  En  les  joignant  aux  équations  précédentes, 
on  aura  un  système  composé  de  in-\-n  +  p  -^ .  .  .  équa- 
tions du  premier  ordre,  que  l'on  intégrera  comme  dans  le 
cas  précédent. 

463.  Nous  avons  supposé  précédemment  que  les  équa- 
tions données  du  premier  ordre  pouvaient  être  résolues  par 
rapport  à  toutes  les  dérivées,  qui  se  trouvaient  alors  expri- 
mées en  fonction  des  variables  elles-mêmes  ;  mais  il  pour- 
rait en  arriver  autrement  sans  que  les  équations  fussent 
incompatibles. 

Si  l'on  conçoit  que  l'élimination  des  dérivées  se  fasse 
par  exemple,  en  tirant  de  l'une  des  m  équations  la  valeur 

dy 
de  —  et  la  reportant  dans  toutes  les  {m  —  i)  autres,  puis 
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tiraiït  —  d'une  de  ces  dernières,  et  la  reportant  dans  les 

m  —  a  autres,  et  ainsi  de  suite,  on  parviendra,  en  général, 
à  exprimer  la  dernière  dérivée  au  moyen  de  x^y^  z,. . ., 
et,  par  suite,  toutes  les  autres.  Mais  si  l'une  de  ees  substi- 
tutions faisait  disparaître,  dans  toutes  les  équations  on  on 
la  fait,  n  dérivées  en  outre  de  celles  que  l'on  substitue,  on 
aurait  un  système  d'équations  dont  le  nombre  surpasserait 
de  n  celui  des  dérivées,  et  l'élimination  de  celles-ci,  en  sup- 
posant qu'il  ne  se  rencontre  pas  de  nouvelles  variables, 
conduirait  à  n  équations  entre  les  variables  mêmes  x^j^ 
s, , . .  sans  constantes  arbitraires.  On  pourrait  en  tirer  les 
valeurs  des  n  variables  dont  les  dérivées  ont  disparu,  et  îl 
resterait  m — ra  équations  différentielles  résolues  par  rap- 
port aux  dérivées.  Les  intégrales  du  système  proposé  ne 
renfermera ient  alors  que  m  —  n  constantes  arbitraires. 
Soient,  pour  exemple,  les  trois  équations 


dy  dz  du  __ 

dx  dx  dx 

L'élimination  de  -r-  conduit  aux  deux  équations 

du 

.  ,.         ,1.     .       da 
;i  1  on  élimine  — 

entre  ces  deux  équations,  il  en  résultera  une  autre  enti-e 
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X,  y,  z  qui  sera 


On  en  pourra  tirer  z  en  x  et  y,  et  l'on  connaîtra  -y  et 
—  en  fonction  de  x  ely.  On  rentre  ainsi  dans  le  cas  pri- 
mitivement traité,  et  l'on  obtiendra  les  valenrs  de  u  et  f, 
et  par  suite  de  a,  en  fonction  de  x  et  de  deux  constantes 
arbitraires. 
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CHAPITRE  XI. 

ÉQUATIONS  LINÉAIRES  SIMULTANÉES. 


164.  Si  ces  ëquations  sont  toutes  du  premier  ordre,  on 
a  un  cas  particulier  de  la  dernière  question  :  c'est  celui  où 
les  fonctions  F,  /■,-■•■,  œ  sont  linéaires  par  rapport  à  j-, 
s,...,  «,  et  renferment  x  d'une  manière  quelconque; 
et  il  est  facile  de  voir  qu'alors  l'équation  finale  en  r  est 
linéaire. 

Quant  à  la  détermination  des  autres  inconnues,  il  est 
important  d'observer  que,  l'élimination  ayant  lieu  entre 
des  équations  du  premier  degré  en  z,,  .  . ,  u,  lorsqu'on  con- 
naîtra j)',  on  tirera  les  valeurs  de  ces  inconnues  de  celles 
que  l'on  voudra  des  équations  (i)  elles-mêmes;  car  ces 
équations  doivent  être  satisfaites,  et,  de  plus,  ne  donneront 
qu'une  seule  valeur  pour  chaque  inconnue. 

Si  ces  équations  ne  sont  pas  du  premier  ordre,  on  peut 
les  traiter  par  les  méthodes  indiquées  précédemment.  On 
peut  aussi  les  ramener  à  des  équations  du  premier  ordre, 
en  posant,  comme  nous  l'avons  déjà  fait, 

dx  ,       dy'  g  dy!"-')  ^^__^ 

7/i^-''  '    "^  ~-^  '■"'       dj:    "■^     '■' 

et  de  même  i:iour  les  variables  î;,  .  ■  ■  i  "■ 

On  aura  ainsi  un  plus  grand  nombre  d'équations;  mais 
il  y  en  aura  toujours  un  nombre  inférieur  d'une  unité  au 
nombre  total  des  variables,  et  elles  seront  linéaires  et  du 
premier  ordre  par  rapport  à  toutes  les  variables. 
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Si,  par  exemple,  on  avait  les  deux  cquaûoiis 


:£^dJ-.e^^ 


.^. 


4- C  ^ -h  D' -^  +  E'j  +  F'a  H- H' =  o, 
elles  seraient  remplacées  par  le  système  suivant  ; 

dx       ■^  '      dx        ^  ' 

dy^  dz' 

Ay-  -4-  -B  —  +C/+Dî'  +  E)'-+-  Fï  -i-H  =  o, 

A'^^  +B'  — -hCV-l-  D's'  +  E'r +F/  +  H'=o. 
dx  dx 

Les  deux  dernières  donneront  -3— ï  --z-  en  fonction  li- 
néaire-de  jf^',  z',  Y-,  ^'1  ^tj  ^ï>  opérant  comme  nous  l'avons 
indiqué,  nous  aurons  quatre  équations  de  la  forme  sui- 


dir. 

<r-y  ^ 


:M/  -f-Ns'  4-P/  +Qï  +R, 


-~;  — M'y+N"s'-i-  P'>  +  Q"3  +R". 


On  éliminera  s,  s',  ^'  entre  ces  quatre  équations,  et 
l'on  aura  une  équation  linéaire  du  quatrième  ordre  en  y. 
Quand  elle  sera  intégrée,  on  substituera,  la  valeur  dcj'  dans 
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trois  des  premières,  et  l'on  en  tirera  la  valeur  de  z  qui  ren- 
fermera les  quatre  constantes  qui  entrent  déjà  dansjy.  Si 
l'on  avait  suivi  l'autre  marche,  on  aurait  diflërentié  deux 
l'ois  chacune  des  équations  données,  et  l'on  aurait  eu  sit 

■  ,,  .    „.     .    ,        dz  d'z 

équations  entre  lesquelles  on  aurait  elimme  s,  -j-'"*'  -j— j  • 

On  aurait  ensuite  substitué  à  y  sa  valeur  en  fonction  de  x 
et  de  quatre  constantes  arbitraires,  dans  les  cinq  équations 
conjointes,  et  l'on  en  aurait  tiré  la  valeur  de  z  en  fonction 
de  X  et  des  mêmes  constantes  arbitraires. 

Equations  linéaires  simultanées  du,  jyreinier  ordre. 

165.  Ces  équations  peuvent  être  résolues  par  rapport 
aux  dérivées  des  m  variables _^,  z,.  ..,  ic,  et  nous  suppo- 
serons d'abord  que  les  coefficients  de  ces  variables  soient 
des  constantes  données,  mais  que  les  termes  qui  en  sont  in- 
dépendants puissent  cire  des  fonctions  quelconques  de  x. 
ÏÏous  aurons  des  équations  de  la  forme  suivante  ■ 

-1- A,  j  +  B,  s  +  - . . -[- P,  u  —  X„ 
+  A,  j  +  B,  î  -+-...  +  Pj  u  ;=  X„ 


-j-  -+-  A,„  j  4-  B^  =  -t-  .  .  .  +  P,„  u  =  X„. 

On  pourrait  les  traiter  par  les  méthodes  précédentes,  et 
l'on  parviendrait  à  une  équation  linéaire  de  l'ordre  m  à 
coefficients  constants  ;  mais  il  est  plus  simple  d' employer  le 
procédé  suivant  ; 

Multipliant  ces  équations,  à  partir  de  la  seconde,  par  les 
indéterminées  9i,  6^,...,  9„,_i,  puis  les   ajoutant,   nous 
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(= 


-1-(B, +B,fl,  +  ...-i-B„S^-;)ï4 


=  x,  +Xie,-i-.,.-i-x,„e™,-,. 


Or  cette  équation  ne  renfermerait  plus  que  la  seule  va- 
riable y  +  6,  z-t-. .  .-l-0„_,  m,  si  les  rapporta  des  coeffi- 
cients de  z,...,  M  au  coefficient  de  _j-  étaient  respectivement 
9i,  9î, . . .,  6„_i;  et  ces  conditions  détermineront,  comme 
on  va  le  voir,  les  valeurs  de  0,,.  ..,  9™_i.  Si  l'on  désigne 
par  —  aie  coefficient  Indéterminé  de  j,  on  sera  conduit 
aux  m  équations 


.  .  +  A,;,  9„,_,  =  - 


(3) 


Ces  équations  détermineront  les  m  inconnues  a,  ■ 
l,„_i,  et  si  l'on  désigne  par  X  la  fonction  connue 


i'cqualion(2)deviendra,  en  faisant  j'-f-âiZ+...+Q,„_iW  =  ^', 

(4)  £-»  =  x, 

équation  linéaire  que  l'on  sait  intégrer.  Mais  occupons-nous 
d'abord  de  la  résolution  des  équations  (3). 

En  laissant  de  côté  la  première,  on  a  m  —  i  équations 
du  premier  degré,  qui  détermineront  Si,  9sj  ■  ■  ■  i  ^m-i  en 
fonction  de  a;  les  reportant  dans  la  première,  on  n'aura 
plus  que  l'inconnue  «,  et  il  est  facile  de  voir  que  J'équation 
sera  du  degré  m.  En  eifet,  si  l'on  réunit  les  coefiicicnts  des 
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mêmes  inconnues  dans  les  m  —  i  équations  d'où  l'on  tirt' 
âj,.  .  .,  0,„_i,  on  observera  que  a  entre  au  premier  degré 
dans  le  coefficient  de  9,  dans  la  première,  de  ôj  dans  la  se- 
conde, etc.,  enfin  de  0,„_t  dans  la  dernière,  et  que,  de  plus, 
il  n'entre  dans  aucun  autre.  Donc  le  dénominateur  com- 
mun des  valeurs  de  ces  inconnues  renfermera  a  au  degré 
m  — 1,  elle  numérateur  au  degré  m —  a  seulement.  Quand 
on  fera  la  substitution  dans  la  première  et  qu'on  cliassera 
le  dénominateur ,  on  aura  évidemment  une  équation  du 
degré  7n  en  a. 

Actuellement  l'équation  (4)  donne 

Si  l'on  met  successivement  dans  celte  équation  les  ni.  va- 
leurs de  a,  on  aura  à  chaque  fois  des  valeurs  difierentes 
pour6i,,..,6,„_,,  et  l'on  pourra  prendre  pour  la  constante  C 
,  des  valeurs  diflérentes  arbitraires,  puisque  toutes  ces  équa- 
tions subsistent  indépendamment  les  unes  des  autres. 

On  aura  donc  ainsi  m  équations  du  premier  degré  entre 
xet  les  m  variables jf^,  ^,.p.,  «■  Les  valeurs  de  ces  variables 
en  fonction  de  x  renfermeront  m  constantes  arbitraires,  et 
seront  de  la  forme 

(  j  =  a,e''.''{Ci4-/Xe-°i''(te)-i-a,e-=-'(C,+/Xe-"^^J^)-l-..., 

Les  valeurs  des  constantes  se  détermineront  très -facilement 
si,  pour  une  certaine  valeur  Xn  de  x,  on  connaît  les  valeurs 
y^.  Sa,...,  «0  ^es  fonctions  _^,  z,..-,  u.  En  effet,  on 
prendra,  pour  plus  de  simplicité,  toutes  les  intégrales  à 
partir  de  x^\  et  si,  dans  la  valeur  de  c  trouvée  ei-dessus, 
on  fait  x  =  Xi^,  on  aura 

c^t„  =  j,  -1-  e,  s,  -1- . . .  -I-  e^^  I  u„ 
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ce  qui  détermine  la  constante  C  relative  à  une  quelconque 
des  valeurs  de  «,  Ë,, —  On  connaîtra  donc  ainsi  les  /«  con- 
stantes Ci,  Cs,...,  C„. 

Si  les  seconds  membres  des  équations  (i)  étaient  nuls,  on 
aurait  seulement 


Si  l'on  suppose  toutes  les  constantes  nulles,  excepté  tme, 
oi>  aura  des  solutions  de  la  forme 

J  =  C,=<,e^^     ï  =  C,g,^i-'-, 

Les  rapports  des  variables  sont  constants,  quel  que  soit  C, 
et  les  valeurs  générales  sont  formées  des  sommes  de  ees 
solutions  particulières,  correspondant  aux  divers  exposants 

166.   Soient,  pour  exemple,  les  deux  équations 
l")  :|  +  Aj  +  Bz  =  o,      ;|+A,j  +  B,>..o. 

Multipliant  la  seconde  par  6,  et  l'ajoutant  à  la  première,  il 
vient 

d^      ^-i-(A  +  BA,)y  +  (B  +  flB,)^-'-^o. 
Posons 

(6)      j-!-9îz=<.,     A-i-9A,— —  «,     B-l-OB,  =  -  «0, 
t'équalion^pré  ce  dente  deviendra 

(,)  £-"  =  ■>. 

et  $  sera  déterminé  par  l'équation 

=A-l-OA„ 
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Soient  01,  62  les  deux  racines  de  celte  équation;  c,,  Cg  les 
valeurs  correspondantes  de  f  ;  Oj ,  a^  celles  de  a  ;  on  aura 

y  H--  S,  z  =  i'„     y  4-  Oi  z  =  l'i, 

d'où  l'on  tirera 

Or  l'équation  [y)  donne  f  :=Ce"^,  et  si  l'on  désigne  par 
C,,  Cs  les  valeurs  de  la  constante  C  correspondant  à  G,,  6;, 
les  équations  (e)  deviendront 

C^^i'  —  Ce":'  0,9,  «".''—  C,9ie"!' 


Si  les  racines  de  l'cquation  (3)  étaient  imaginaires,  les 
valeurs  dej>'  et  z  se  présenteraient  sous  une  forme  imagi- 
naire, et  on  leur  donnerait  la  forme  réelle  par  les  transfor- 
mations ordinaires.  Mais,  si  ces  racines  étaient  égales,  les 
dénominateurs  de  j'  et  z  deviendraient  nuls;  alors  les  for- 
mules (^)  seraient  absurdes,  à  moins  qu'on  ne  supposât, 
comme  on  peut  le  faire,  que  les  constantes  C|,  C)  de- 
vinssent égales  en  même  temps  (jue  Sa ,  9j ,  et  ces  formules 

donneraient  les  valeurs  de  y  et  z  sous  la  forme  -  • 

Pour  déduire  des  équations  (^)  les  valeurs  relatives  à  ce 
cas  partîcidicr,  on  pourra  supposer  que  les  coefficients  des 
équations  {a),  ou  seulement  l'un  d'eux  choisi  à  volonté, 
soient  modifiés,  de  manière  que  les  valeurs  de  0  ne  soient 
plus  égales,  et  qu'on  fasse  tendre  ensuite  ces  coefficients 
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vers  les  valeurs  données.  H  suffira  de  trouver  les  limites  des 
valeurs  àey  et  z,  avec  deux  constantes  arbitraires,  pour 
avoir  la  solution  dierchée.  On  pourrait  suivre  pour  eela  la 
mÈme  marche  qui  a  été  suivie  précédemment  dans  un  cas 
semblable;  mais  il  est  possible  d'abréger  le  calcul  par  les 
considérations  suivantes,  qui  sont  applicables  dans  d'autres 
circonstances. 

On  remarquera  d'abord  que  les  deux  termes  des  fractioiis 
cjui  représentent  j  et  z  peuvent  être  regardés  comme  des 
fonctions  de  la  variable  Bj  qui  tend  vers  la  limite  61  :  car  a 
dépend  de  fl,  par  la  seconde  des  équations  (ê),  et  la  con- 
stante C9  tendant  vers  Ci  peut  être  considérée  comme  une 
l'onetlon  arbitraire  de  ô^,  ayant  pour  limite  C,.  On  pourra 
alors  traiter  les  formules  (Ç)  d'après  les  règles  ordinaires 

relatives  aux  fractions  qui  se  réduisent  à  -  pour  une  valeur 
particulière  d'une  lettre  qu'elles  renferment. 

Diil'érentiant  donc  par  rapport  à  6,  les  deux  termes  des 
fractions  qui  représentent  j-  et  s,  on  aura  pour  la  pre- 
mière 


et  pour  la  seconde 
C,e".' 

et  l'on  aura  les  limites  de  y  et  z,  en  faisant  dans  ces  expres- 
sions 9s=  01,  «s=  iï],  Cg^:^  G|,  et  observant  que  — ^  sera 
une  const-ante  entièrement  arbitraire  C,  puisque  Cg  est  une 
fonction  arbitraire  de  8^.  Quant  à  —%  on  en  déterminera 
la  valeur  au  moyen  de  la  seconde  équation  (Ê),  dans  la- 
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quelle  on  considérera  A  et  Ai  constants,  ee  qui  donne 

On  trouvera  ainsi,  pour  le  cas  des  racines  égales, 

zz=[C  —  C,  A,  ^)  e^S      j  =  (Cl  ~  e,  C  +  0,  C,  A,  .r)e',\ 

167.  Si,  dans  les  équations  (i),  les  coefficients  A,, 
As, . . , ,  P,,  Ps, .  .  .  étaient  fonctions  de  a:,  la  méthode  em- 
ployée devrait  nécessairement  être  modifiée,   parce   que 

dr  .      dz  .du  .  .  1  n  .     .       .  n 

-T-  -H  9i  -1-  +  ■  -  ■  4-  e,„_i  1-  ne  serait  plus  la  denvee  de 
ilc  dx  dx  *■ 

r7+-6is  -+-  .  .  ■  -i-Sm-iM,  VU  que  les  facteurs  9, , . .  . ,  â,„_| 
ne  pourraient  plus  être  constants.  Néanmoins  on  commen- 
cerait de  la  même  manière,  et  l'on  poserait 

d'où  l'on  tirerait 
dy  dt  du 


dx        d,-c  dx  d,T. 

L'équation  précédente  servirait  à  éliminer  y  de  l'équation 
obtenue  en  ajoutant  les  m  équations;  on  égalerait  ensuite 
à  zéro  les  coefficients  des  m  —  i  variables  s,  - .  -,  u  dans 
cette  équation  ;  il  en  résulterait  d'abord  m.  —  i  équa- 
tions non  linéaires  du  premier  ordre  entre  les  m  —  i  va- 
riables 0,,. . .,  â,„_i,  et,  en  outre,  une  équation  du  premier 
ordre  en  f,  que  l'on  traiterait  après  la  détermination  de 
e.,...,Ô„,^,. 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  procédé,  soient  les  deux 
équations 

„,  |  +  A^  +  B.  =  X,      J  +  A,^  +  B,.  =  X,; 

multipliant  la  seconde  par  9,  et  l'ajoutant  à  la  première, 

Calc.inf.  Z>.—  [I.  l6 
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il  vient 


-  +  (A-l-QA,)j-l-(B 


l'équation  (5)  devient  alors 

*_ari^4_A,S=-^(A-B,)6-B]+{A-f-9A,)<'  =  X  +  8X,. 

Si  l'on  égale  à  zéro  le  coefficient  de  s,  on  aura,  au  lieu  de 
celle  équation,  les  deux  suivantes  : 

l 'Ç  +  Ape'  +  lA.-BOe-B^o, 

f  — -f-(A+9A,)i'  =  X-+-SX,. 

On  commencera  par  chercher  à  intégrer  la  première,  cjui 
ne  renferme  que  Q  el  ,r;  et,  si  l'on  peut  y  parvenir,  la  se- 
conde donnera  c  sans  difficulté.  On  déterminera  ensuite 
j'  et  ^  en  prenant  deux  valeurs  de  S  correspondant  à  deux 
valeurs  de  la  constante  qu'elle  renferme. 

Si  les  coefficients  sont  constants,  on  peut  satisfaire  à  la 
première  des  équations  (c)  en  posant 

A,9=  +  (A  — Bi)e~B  =  o, 

ce  qui  donnerait  pour  S  deux  valeurs  ;  on  en  trouverait,  par 
suite,  deux  pour  v,  et  l'on  en  déduirait  jy  et  z.  On  pourrait 
aussi  intégrer  généralement  l'équation  en  9,  et  prendre 
deux  valeurs  de  celte  fonction  de  x  correspondant  à  deux 
valeurs  de  la  constante,  comme  dans  le  cas  où  les  coefficients 
étaient  fonctions  de  x. 

Ce  dernier  procédé  sera  appliqué  avec  avantage  au  cas 


y  Google 


INTÉGUATrON    DES    EQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.       ^43 

OÙ,  les  deus  racines  de  l'équation 

A,e'-h(A  — B,)e— B  =  o 
étant  égales,  les  formules,  données  par  le  premier  devien- 
nent illusoires.  Dans  ce  cas,  on  a,  en  désignant  par  a  cette 
valeur  de  6, 

d'où 


c  étant  une  constante  arbitr«jire.  En  donnant  à  c  les  deux 
valeurs  »  et  o,  qui  sont  ici  les  plus  commodes,  on  trouve 
pour  $  les  deux  valeurs  a  et  a  H-  - —  qui,  substituées  dans 
la  seconde  équation  (c),  donneront  deux  valeurs  de  v-,  d'où 
l'on  tirera  j  et  z. 

168.  Autre  méthode  dans  le  cas  des  coefficients  con- 
stants. —  Lorsque  les  derniers  termes  X,,...,  X„  des 
équations  (i)  manquent,  on  remarque  d'abord  que  la 
somme  de  plusieurs  systèmes  de  valeurs  de^, ...,  i(,  qui 
satisfont  séparément  à  ces  équations,  y  satisfait  aussi,  et 
que,  par  conséquent,  il  suffit  de  trouver  m  systèmes  renfer- 
mant chacun  up.e  constante  arbitraire. 

Pour  cela,  on  établira  des  rapports  déterminés  arbili.iires 
entre  les  variables,  en  posant 

d'où  résulteront  les  équations  suivantes  : 
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Pour  que  ces  équations  s'accordent,  • 


ou,  en  introduisant  une  nouvelle  inconnue  — a  qui  re- 
priïsente  le  facteur  corïtmun  à  tous  les  seconds  membres, 


(6) 


I  A,  -1-Bia  -h.  .  .-hP,  !•.  =  ■- 
A,  +  B,  a  +  .  .  .  -î-  Pî  p  =  - 


\  A„  +  B„«-i-...  +  P„p  =  — ûfi. 


Si  des  m  —  i  dernières  on  tire  les  valeurs  de  ce,  6,.,.,  fx, 
on  reconnaîtra,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  l'équa- 
tion en  a  sera  du  m'*'"'  degré,  et  il  serait  facile  de  prouver 
l'identité  de  ces  deux  équations  en  a,  d'après  la  forme  des 
équations  (3)  et  (6). 

Potir  chaque  valeur  de  a  on  aura  un  système  de  valeurs 
de  a,  ê,...,fA,  et  il  ne  s'agit  plus  que  de  connaître _j-,  qui 
sera  donné  par  l'équation 


d'où  j-=iCe"',  C  étant  arbitraire;  on  aura  donc  i 
lution  des  équations  proposées  en  prenant 


X  =  Ce"^ 


On  aura  m  systèmes  semblables,  en  prenant  pour  a  ses 
m  valeurs  ;  ils  renfermeront  chacun  une  constante  arbitraire, 
et,  en  les  ajoutant,  on  aura  la  solution  générale  de  la  ques- 
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iintégrAtion  des  équations  diffé 
tion,  exprimée  par  les  formules  suivantes  : 

,    .  1   î  =  C,  K,  e"i'  +  C,  K=  €":'  +  ...-+-  C„  a„  e"-.^ 

(7) 

(   it  =  G,  j;;,e"i* +  0,^1, £":'-[-.  .  .-l-C™f<„eV. 
Si  plusieurs  des  racines  «i ,  «s , , . . ,  a,„  devenaient  égales, 
on  agirait  comme  ou  l'a  déjà  fait  en  pareille  circonstance, 
et  les  valeurs  de  jr,  s, .. .,  it  contiendraient  toujours  m  con- 
stantes arbitraires. 

169,  Il  est  facile  do  passer  de  ce  cas  à  celui  des  équa- 
tions (i)  :  il  suffit,  pour  cela,  de  substituer  aux  constantes 
C,,  Cs,...,  C„  des  fonctions  de:c,  comme  nous  l'avons  déjà 
fait  dans  une  circonstance  analogue. 

Différentiant  les  équations  (7)  et  reportant  les  valeurs 

de  y-)  ■■    ■>  -j-  dans  les  équations  (i),  il  ne  restera  c[ue  les 

termes  affectés    des   différentielles  de  Ci,...,C„.    et  les 
seconds  niembres  Xi,.  .  .,  X,„. 
On  aura  ainsi 

dC,  dC,  dC,„       „ 


(^C„ 


On  tirera  de  là  les  valeurs  de  -^  1  ■  •  ■  !  -r^  en  fonction 

de  x;  et,  en  les  intégrant,  on  connaîtra  Ci,  -  . . ,  C,„.  Si  on 
les  substitue  dans  les  équations  (y),  on  aura  les  solutions 
générales  des  équations  (i),  renfermant  les  m  constao  tes  qui 
proviennent  des  quadratures  relatives  à  C,, . . . ,  C„, 

170.   On  peut  appliquer  à  plusieurs  équations  simulla- 
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nées  une  remarque  qui  a  été  faîte  précédemment  da»s  le 
cas  d'une  seule  équation  différentielle. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  équations  du  premier 
ordre 

dans  lesquelles  on  suppose  j'  ^=-  -\-i  ^'  ^^  ^  ' 

Admettons  qu'on  connaisse  les  intégrales  générales  de 
ces  deux  équations,  et  représentons-les  par 

a  (i\,b  étant  deux  constantes  arbitraires . 

Les  équations  (i)  deviendraient  identiques  en  jc,  «,  i, 
si  l'on  y  substituait  les  expressions  (a).  Si  nous  lesdiffé- 
rentions  par  rapport  à  a  dans  celle  supposition,  nous  au- 
rons des  résultais  identiquement  nuls  ;  d'où  résulteront  les 
équations 


dF  dy        dV  dz 
dr   da  "^  dz   da 

dF 

df 
da 

dF  dz' 
■^  dz'  da  ' 

=  0, 

df  dy        df  dz 
dy   da         dz   da 

"^  dy'  da 

df  dz' 

~^  dz'  da  ' 

=  o, 

dy 
posant  --  =::  (1, 
■^              da              1 

dz  _ 
da~^ 

\  dy  "  "^  ds  " 

d¥ 
"^  dy' 

du 
dr. 

dF  dç 
'^~di~di:~ 

--0, 

\dy"^  dz' 

^dy' 

du 
di' 

df  d> 
'^'d^'d'x- 

=  0. 

ons  maintenant 

que,  dans  les  coeffic 

:ients 

dF 
dy'"" 

on  ait  remis  pc 

mvj,z,y 

',  z'  leurs 

valeurs  en  x, 

1  aura  deux  cqua 

tions  linéaires  en  u,  v, 

.  àco 

efficients 
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fonctions  de  x-^  qui  seront  satisfaites  t^uaiid  on  y  mettra 

pour  w  et  c  les  fonctions  -r-^  -—■ 
^  (la     da 

On  verrait  semblablement  qiie  les  équations  (3)  adoict- 

tent  pour  solution  —-,  —■■ 

Donc,  si  l'on  désigne  par  A  et  B  deux  constantes  arbi- 
traires, les  intégrales  générales  des  équations  (3)  seront 

da  do 

Si  l'on  n'avait  donné  que  des  valeurs  de  y  et  de  z  avec  unu 
seule  constante  a,  on  n'aurait  pu  avoir  qu'une  intégrait' 
particulière  du  système  (3). 

On  voit  ainsi  que,  lorsqu'on  connaîtra  les  intégrales  gé- 
nérales d'équations  simultanées  de  forme  et  d'ordre  quel- 
conques, on  pourra  former  un  système  d'équations  linéaires 
simultanées,  respectivement  de  même  ordre,  à  coefficients 
variables,  et  dont  les  intégrales  générales  se  déduiront  des 
premières  par  de  simples  ditférentiations. 
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INTÉGRATION  PAR  SÉRIES. 


171 .  Nous  avons  déjà  vu  comment  on  pouvait,  au  moyen 
des  théorèmes  de  Taylor  et  de  Maclaurin,  développer  en 
série  l'intégrale  d'une  écpation  diiïërentieiïe  d'un  ordre 
quelconque.  On  y  parvient  encore  au  moyen  des  coefficients 
indéterminés.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  de 
Tune  et  de  l'autre  métliode. 

Considérons  d'abord  l'équation 

on  trouve,  en  la  différentiant, 
X  _^-  -H  3  — -  4-  nx  —  -i-  nj  =1  o, 
rf'j-  d^j  d''j  df  


^  d.'Tf"^'^       ^"^         '  ds^''  '^  ds;^-'         ^"^         '     d 

Faisant  x  :^  o  dans  toutes  ces  équations,  on  a 

df  __  d\r  __       «  d'j d'j  __  r 

Tû^"^'      J>"'~~3'^'      di~~'^'      Â^  "  1 

et,  en  général,  si  m  est  impair, 
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suivant  qu'il  est  ou  non  divisible  par  4- 
On  lire  de  là,  par  la  formule  de  Maclat 

■^^■^'V      1.2.3  ■*"!.». 3. 4. 5       1. 

.4. 


Ainsi,  en  représentant  par  C  la  constante  arbitraire^) 


Cette  expression,  ne  renfermant  qu'une  constante,  n'est 
pas  l'intégrale  générale;  elle  donne  seulement  celle  qui 
peut  se  développer  suivant  la  formule  de  Maelaurîn. 

Connaissant  une  intégrale  parûculièrc,  on  aura  l'inté- 
grale générale  en  regardant  C  comme  fonction  de  a: ,  et  l'on 
sera  conduit,  d'après  la  méthode  exposée  précédemment, 
à  une  équation  linéaire  du  premier  ordre. 

On  trffluve  d'abord,  en  substituant  la  valeur  de  y  dans 
l'équation  proposée, 


rf'C  ,-  dZ  r 


posant  ~ 
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C,  étant  une  constante  arbitraire  ;  on  déduit  de  là 

C  =  C  -r-  C"  COt.r  ^n, 

C  et  C"  étant  des  constantes  arbitraires.  L'intégrale  géné- 
rale de  la  proposée  est  donc 


172.   Si  l'on  employait  la  formule  de  Taylor,  au  lieu  de 
celle  de  Maelaurin,    on  obtiendrait  l'intégrale  générale. 


de  r„  et  f  —  1  relatifs  à  là  valeur  arbitraire  x^  ;  et  ses  déri- 
vées  successives  feraient  connaître  i  --^  ]  ■>•••■<  ce  qui  dé- 

termiiierait  le  développemenl  de  y  suivant  les  puissances  de 
X  —  JTo,  renfermant  deux  constantes  arbitraires.  11  est  facile 
de  vérifier  que  cette  valeur  an  y  coïnciderait  avec  celle  que 
donne  l'équation  (a),  en  développant  celle-ci  par  rapport 
aux  puissances  de  x — Xo,  après  l'avoir  mise  préalablement 
sous  la  forme 

_  C,  sin(-r-^„)^»-t-C,cos(x  — j;.)s/« 


173.  Intégrons  maintenant  la  même  équation  par  la  mé- 
tliode  des  coefficients  indéterminés.  Soit 


la  dérivée  étant  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  crois- 
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a  déduit 


+  ^,7{7-i).ri-'  +  .... 

La  somme  des  seconds  membres  de  ces  équations  doit 
être  nulle,  quel  que  soit  x,  en  vertu  de  l'équation  proposée  : 
ce  qui  exige  que  les  coefficients  des  termes  de  degrés  diiFé- 
rents  soient  nuls  séparément. 

Le  plus  faible  exposant  est  «  —  2  -,  le  coefficient  du  terme 
total  de  ce  degré  donne  la  condition  a  (a  +  i)  =  o,  équa- 
tion à  laquelle  on  satisfait  par  ct^  —  i  ou  «  =^  o. 

1"  Soit  a  =  —  I.  Le  terme  }ia,x^  ne  pouvant  dispa- 
raître de  lui-mÈme  doit  se  réduire  avec  d'autres;  il  i'aul 
donc  que  a  ne  soit  pas  inférieur  à  ê  —  2.  Si  6 —  2<C<x,  li 
faudra  ê  (6  -(-  i)  =  o  pour  que  les  termes  de  degré  o  —  2 
se  détruisent,  ce  qui  ne  donne  que  ë  =;  o,  puisque  6  ^«. 
Il  faudra  ensuite  que  l'on  ait 


«■7(7  +  ')  +  »-.  =  ".      a.«(«  + 
On  tire  de  ces  diverses  équations 
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1!  y  a  donc  deux  constantes  indéterminées  «j,  i7->,  et  la 
leur  de  r  est 


'  V       1-2.3  ~^  1  .7.3.4-5 


solution  identique  avec  celle  que  nous  avions  déjà  trouvée. 

Nous  avons  pris  Ê  —  2  <^  a,  mais  nous  aurions  pu  prendre 

D  — ^  2  =«.  Dans  ce  cas,  nous  aurions  trouvé   seulement 


La  solution  n'aurait  été  complète  qu'en  considérant  l'hypo- 
thèse «  =  o  que  .nous  avons  déjà  indiquée,  et  que  nous 
allons  examiner. 

a"  Soit  x  =  o.  Dans  ce  cas  on  ne  peut  avoir  ë  —  2  <^  a, 
parce  que  le  coefficient  de  x^~' devrait  être  nul,  ce  qui 
donnerait  ê(ê-|-i)  =  o,  équation  impossible,  puisque 
6>-«.  On  aura  donc  S — 2^a  et,  par  suite,  y  —  2^:6, — 

Les  exposants  ont  donc  les  valeurs  suivantes  : 

les  coefficients  seront 
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On  ne  trouve  donc  encore  qu'une  intégrale  particulière, 
puisqu'il  n'y  a  qu'une  constante  arbitraire.  Réunie  à  celle 
que  nous  avions  trouvée  en  dernier  lieu,  elledonneraitl'in- 
tégraie  générale. 

17-i.  Soit  encore  l'équation 
d''y'.        I    dy 


X  d^  ' 

^2  =  A,  «{«-  ,)^"-  +  A.  ê(S  -  ,),=.«-' 
-uA,7(7-i).^ï-'  +  .,    . 

La  somme  des  seconds  membres  de  ces  trois  équations 
doit  être  identiquement  nulle  en  vertu  de  l'équation  pro- 
posée. Les  termes  renfermant  j?""' doivent  se  détruire,  ce 
qui  donne 

Les  termes  l'enfermant  x^'"  ne  sauraient,  dans  ce  cas, 
être  de  degré  inférieur  à  a;    car  leurs  coefficients  don- 


ce  qui  ue  peut  être.  Donc 

e  —  2=ï,    7  — 2  =  e,.. 

Ainsi 

Les  coefficients  donnent  les  condition* 
A,e'-i- A,=  o,     Aj7'  +  Aj  = 
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On  ne  trouve  par  ce  procédé  qu'une  intégrale  particulière, 
puisqu'il  n'y  entre  qu'une  constante  arbitraire. 

173,  En  appliquant  le  même  procédé  à  l'équation 


J  =  A.  U—  - 


2'. 3        2^3'.4       2'.3=.4^5 


ce  qui  n'est  encore  qu'une  intégrale  parliculière  ;  d'où  l'on 
conclut  que  l'intégrale  générale  n'est  pas  développable  sui- 
vant les  puissances  positives,  entières  ou  fractionnaires  de  x. 
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INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
AU  MOYEN  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


176.  Nous  avons  donné  des  moyens  pour  ramener,  dans 
certains  cas,  l'intégraLion  des  équations  dilïërenti elles  à 
celle  de  fonctions  de  x  ou  de^  seulement.  Quand  cela  n'est 
pas  possible,  on  cherclie  quelquefois  à  ramener  le  problème 
à  l'intégration  d'une  fonction  renfermant  x  et  une  autre 
variable,  par  rapport  à  laquelle  on  intègre  entre  des  limites 
dcLerminées ,  en  regardant  x  comme  une  constante.  Cette 
tonne  d'intégrale  définie,  donnée  à  y,  est  souvent  utile 
dans  les  questions  de  Physique  mathématique,  et  elle  le 
serait  bien  davantage  encore  si  l'on  avait  des  Tables  qui 
fissent  connaître  la  valeur  de  cette  intégrale  pour  une  va- 
leur quelconque  de  la  constante  x  qu'elle  renferme, 

177.  Un  moyen  que  l'on  emploie  souvent  pour  obtenir 
ainsi  la  valeur  de  j"  consiste  à  développer  d'abord  cette  va- 
leur en  série,  et  à  sommer  cette  série,  lorsqu'on  peut  recon- 
naître une  relation  simple  entre  son  terme  général  et  l'in- 
tégrale définie  du  terme  général  du  développement  d'une 
fonction  connue.de  x  et  d'une  autre  variable,  par  rapport 
à  laquelle  se  fait  l'intégration.  C'est  ce  que  nous  allons 
éclaircir  par  des  exemples. 

Soit  l'équation 
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qui  se  présente  dans  beaucoup  de  questions  de  Physique  et 
de  Mécanique.  En  l'intégrant  par  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés ,  on  obtient  les  deux  séries  suivantes, 
qui  fournissent  chacune  une  intégrale  particulière  : 


,.2...p.^_^  +  3J(-m  +  5).. 


\      ^1.2..  .p.  (m  +  ,)(;„+  3).  .  .  {m  -r-^p-l) 

Si  l'on  ajoutait  ces  deux  valeurs  de  j,  ou  aurait  l'intégrale 
générale  renfermant  deux  constantes  arbitraires  A  et  A'. 
La  première  de  ces  séries  devient  illusoire  lorsque  j  est 
un  nombre  positif  impair,  et  la  seconde  lorsque  m  est  un 
nombre  négatif  impair.  Ainsi,  dans  tous  les  cas ,  l'une  des 
deux  subsiste,  et  l'on  sait  comment,  une  intégrale  particu- 
lière étant  connue,  on  pourra  trouver  l'intégrale  générale. 
Si  l'on  désigne  par  ji  l'intégrale  connue,  l'intégrale  géné- 
rale sera  donnée  par  la  formule 

Pour  obtenir  une  série  de  même  Ibi'nie  que  la  seconde  des 
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deux  précédentes,  considérons  d'aliord  le  développement 


w.,,....»;--.  2  "      1.2.3.4 

multiplions  les  deux  membres  par  sin"'~'  w  rfw  et  intégrons 
entre  o  et  tî,  en  supposant  toutefois  m.  positif,  sans  quoi 
l'inlégralc  serait  infinie.  En  ayant  égard  à  la  formule  sui- 
vante, qui  s'obtient  par  les  procédés  connus  de  réduction  ; 


u  sini"  M  rfu 

i.3.5...(2/-3)( 


^_£%in..., 


et  dans  laquelle  il  faut,  pour  la  même  raison,  supposer 
ft]>  —  I,  on  arrivera  à  l'équation 


1       cos(acos»)sin'"-'>wd«^:;   I 


'^,.2.3...j,.(m  +  .)(».  +  3).,.(„ +  2^-1)  -'-■■■• 

OU,    en   posant  a  =  X\JÏi    et    mettant    I      sin"'~'w(/(o    e 
facteur, 

J°cos(«4^oo5«)!m".J. 

\  '^  ■.a..p.(,«+,)(m+3).,.(m+ï/,-,j"^- 
Cû/ch/  (■«/■  O-  —  '!■  17 
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ce  qui  n'est  autre  chose  que  notre  seconde  série,  à  un  i'ac- 
teur  constant  près.  L'intégrale  qu'elle  exprime  peut  donc 
sp.  mettre  sous  la  forme  suivante  : 


^  =  B£co.(WSco„)si 


pouivu que  l'on  ait  m ^ o. 

Quant  à  1?  première  série,  qui  peut  s 


,...,.p(~».  +  3)(-™  +  5)...(-™  +  ,j,  +  ,)-" 

on  voit  que  la  partie  comprise  entre  les  parenthèses  ne  dif- 
fère de  la  précédente  que  par  le  changement  de  m  en 
—  m-i-  2.  On  pourra  donc  mettre  cette  dernière  équation 
sous  la  forme  suivante,  pourvu  que  l'on  ait  m  <|^  a  : 


.-.fe„.(W;co..).i 


B,  étant  une  constante  arbitraire.  L'intégrale  générale  do 
l'équatiou  (i)  sera  donc 


toutes  les  fois  que  l'on  aura  les  deux  conditions 

Si  m  est  en  dehors  de  ces  limites,  une  seule  des  deux  inté- 
grales subsistera,  et  l'équation,  (3),  réduite  à  l'un  de  ses 
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deux  termes,  ne  donnera  plus  qu'une  intégrale  particulière. 
Dans  ce  cas,  l'équation  (2)  fera  connaître  l'intégrale  gé- 
nérale. 

Considérons  maintenant  les  deux  cas  particuliers  corres- 
pondant àm  =  o  et)Mr=2. 

478.  Soit  d'abord  m=  o,  ce  qui  réduit  l'équation  pro- 


partie  de  la  formule  (3),  et  l'on  aura  l'intégrale  particu- 
lière 


,  =  B,.._£'cos(,,v';cos.).i 


Effectuant  l'intégration  et  représentant  par  C  une  constante 
arbitraire,  il  vient 


La  formule  (2)  donnera  par  suite,  en  représentant  par  Ci 
une  seconde  constante  arbitraire, 

(4)  r  =  C  smx  nfn-+-C,  cos^  ^/n . 

On  serait  arrivé  plus  simplement  à  ce  résultat  en  traitant 

directement  l'équation 


En  opérant  comme  nous  l'avons  indiqué  pour  les  équations 
linéaires  à  coefficients  constants,  on  trouve  immédiatement 
la  formule  (4)- 

179.  Soient  maintenant  ra  ^^  2  et,  par  suite. 


(5) 
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on  ne  conservera  cjue  le  premier  terme  de  la  foi'mule  (  3  ) , 
et,  en  effectuant  l'intégration,  on  trouvera 

„^«^. 

D'après  cela,  l'équation  (  2)  donner  a,  "pour  la  valeur  de  l'in- 
tégrale générale, 

_Csin.rv/^  +  C,cosj:^/« 

On  pourrait  traiter  directement  réijuation  (5),  et  poser 
Y  z=  —:  ou  obtiendrait  ainsi 


«=^Csin,rv'n+C,cosj:v'" 
t  par  suite 

__C.sin.r^/^-4^n,cosj:^,';; 


180.  Il  est  un  autre  cas  particulier  qui  exige  un  artiGce 
analogue  à  celui  que  nous  avons  plusieurs  fois  employé  dans 
certains  cas  de  racines  égales  :  c'est  celui  où  l'on  a  m  =^  i  ; 
les  deus:  parties  de  la  formule  (3)  se  réduisent  à  une  seule, 
et  l'on  n'a  plus  qu'une  intégrale  particulière,  bien  que  la 
valeur  de  m  tombe  entre  les  limites  o  et  2.  On  pourrait 
bien  encore  recourir  à  la  formule  (2);  mais  on  obtiendra 
beaucoup  plus  simplement  l'intégrale  générale  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Remplaçons  m  par  i  -!~  â  dans  la  seconde  partie  de  y, 
dans  la  formule  (3)  ;  elle  devient 


-'X" 


is{.v\Jncos!,i)lûnM)-^drà!, 
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(Voù 

»J(sin.)-î  =  ,-<(U-Hsm«)+.... 

et  la  seconde  partie  de  la  valeur  dey  devient,  en  négligeant 
les  puissances  de  S  supérieures  à  la  première, 

B,J''cos(^V'^ûos«)rf« 

—  B,^  r''cos(x^/^CosM)(U> -h  I  silice)  <;«; 

!a  première  partie  dey  devient  de  même 

B   I       cos(a;y'ncos»)rfM  H-B3  /       cos(.r  \,'n  cos«)  lsiLii.>(fw, 

Ajoutons  ces  deux  expressions  et  posons  B  H-  Bi  ;=  C,  C  dé- 
signant une  constante  arbitraire,  on  aura 

y=^cj    cos(^v^cos..)rf« 

+  (B-C)3|'\os(^V«cos«}(l..  +  lsm«),/^ 

-f-B5  /      cos(a;v'«cosM)lsin«(/ûi. 

Supposons  maintenant  que  â  tende  vers  zéro,  et  BJ  vers 
une  constante  arbitraire  Ci  ;  on  aura,  pour  la  valeur  com.- 
plètc   de  j ,   en    passant  à   la  limite    et  observant   que 
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-^X 


+  C,jr"co,(.W""»)l(«.i«'»)«'». 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation 

(6)  -y-r  -1-  -  —  -1-  nj  =  o. 

181  U  est  bon  de  remarquer  que,  toutes  les  fois  que  m 
sera  un  nombre  pair  positif  ou  négatif,  l'une  des  deux  parties 
de  la  valeur  de  y  donnée  par  l'équation  (3)  pourra  s'ex- 
primer sans  aucun  signe  d'intégration;  quant  à  l'autre, 
elle  disparaîtra,  vu  que  m  sera  en  dehors  des  limites  o  et  2. 
Pour  le  démontrer,  désignons,  en  général,  par  Ap  l'intégrale 

définie  /     cos(Xcosfo)  sin''w(iw;  l'intégration  par  parties 

donne  la  relation  suivante,  en  supposant  p  >  3  ; 

.    _(/>-0(p-3).             fp-i)(p-3)  ^ 
A, ^^—  A,_, A,_.. 

Si  p  est  un  nombre  pair,  on  parviendi'a,  au  moyen  de  cette 

formule  de  réduction,  à  A,  ou  i      cos  (Xcos:i>)  rfM,  qui  ne 

peut  être  obtenu  exactement  en  fonction  de  \.  Si,  au  con- 
traire, p  est  impair,  A^  est  ramené  à  Ag  et  A,,  qui  peuvent 
être  calculés  exactement  et  ont  pour  valeurs  respectives 

A,^— ^,     A3  =  |(sinl-icosX); 

d'où  il  résulte  que  l'une  des  deux  intégrales  particulières 
qui  entrent  dans  l'équation  (3)  pourra  toujours  être  expri- 
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mée  en  x,  sous  une  forme  finie,  lorsque  m  sera  un  nombre 
pair  positif  ou  négatif. 

182.  On  peut  encore  présenter  l'intégrale  de  l'équa- 
tîon  (i)  sous  une  forme  qui  est  souvent  préférable  à  celles 
que  nous  avons  considérées  jusqu'ici,  et  particulièrement 
lorsque  m  est  un  nombre  pair  positif  ou  négatif. 

Posons 

les  constantes  a,  A,  A,,  A9, .  . .  étant  indéterminées,  ainsi 
que  la  fonction  <f  [x)  dont  nous  désignons  les  dérivées  suc- 
cessives par  ip' (a;),  </'(x), Substituons  cette  valeur  de  j)'- 

dans  l'équation  (i),  et  cherchons  s'il  est  possible  d'annuler 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  ;r,  qui  seront  en 
évidence. 

En  diJîérentiant  deux  fois  de  suite  jj-,  on  trouve 

-h  inka^'f'  {^)  -*'  'i'A.^^''f"{x]  ■+■... 

r:=A«(a-i).c"-=ïW+A,(aH-i)a^-'ï'(^)  +  A,(:.  +  2)(«  +  i)^f(^)  +  ... 

Si  nous  substituons  ces  développements  dans  l'équation  (i), 
et  que  nous  égalions  à  zéro  le  coefficient  du  terme  général 
qui  contient  x"^''~\  nous  trouverons 

[(«^-_p)(«-i-/,-^-.)A, 

+  (2a  +  ap  +  ra~2)Aj,-,-i-Af-j]fM-r"Ap_ïï'-=(a^)  =  o; 

et  pour  que  cette  relation  entre  (f  [x]  cl  y*""'  (x)  soit  plus 
simple  et  ne  dépende  pas  de  p,  nous  poserons 
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d'où  il  résultera 

«quatioQ  à  laquelle  on  satisfera,  quel  que  soit  le  nombre 
entier  p,  en  posant 

d'où  l'on  conclut 

ç  (^)  —  C  sin.r  ^«  4-  C  cos  j;  sjn, 

C  etC  étant  des  constantes  arbitraires.  Mais  ce  calcul  ne 
s'applique  pas  à  tous  les  termes  de  la  série  qui  résulte  de  la 
substitution  de  la  valeur  Ae  j  dans  l'équation  (i);  il  sup- 
pose que  p  soit  au  moins  égal  à  2,  et  il  est  nécessaire  de 
considérer  à  part  les  deux  termes  qui  renferment  les  puis- 
sances a  —  1  et  a  —  2  de  j:.  En  égalant  à  zéro  leurs  coeffi- 
cients respectifs,  on  obtient 

„(^_,)  +  ^,^o,  A,(='-l-0(«  +  m>  +  A(™  +  aa)=o. 
La  première  donne 

et  la  seconde  conduit,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  à  l'équation 


■   successivement  les  développements  corres- 
pondant à  ces  deux  valeurs  de  a. 

i"  Soit  «  =  1  —  m\    la   relation   générale   entre  A^  et 
Ap_,  devient 

p[p-~m-\-s)Ap=:{m~  np]  A^_,. 

En  changeant  successivement  p  en  p—  i,  p —  a,.  . .,  on 
déterminera  Ap  en  fonction  de  Aj  ;  et,  comme  Ai=^ — A, 
on  connaîtra  le  eoeflScient  général  Ap  en  fonction  de  A  qui 
restera  indéterminé,  maïs  que  l'on  pourra  prendre  égal  à 
l'unité,  à  cause  des  constantes  C,  C. 
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On  trouvera  ainsi 

"  j^_M  +  ,)(p_^)...i;3-m)       1.1... p' 

et  la  valeur  de  y  aura  pour  expression 


d\V.ûax^ii 


!C»in«v/«  +  C'cos«v'»- 
"^(»-3)...(™-p-,),.ï...,  rfx;.  ! 

Lorsque  l'on  trouvera  pour  un  certain  coefficient  A^  une 
valeur  ^gale  à  zéro,  la  série  arrêtée  au  terme  précédent  sa- 
tisfera à  l'équation  différentielle,  et  l'intégrale  générale 
sera  donnée  par  un  nombre  fini  de  termes.  Cela  arrivera 
toutes  les  fois  que  m  sera  un  nombre  pair  positif. 

a"  Soit  maintenant  «  =3  o  ;  la  relation  entre  Ap_i  et  A,, 
devient 

p{m+p  —  ij 
d'où  l'on  tire,  en  supposant  encore  A  ^  i , 

_(».  +  a)(.»  +  4)...(..^2p-3i  i-,r  , 


et  la  valeur  de  j  : 


(-^),(„+,)(„  +  4)...f„-^,;,-a)rfr(C,in.,,/„  +  C'eo5x^i) 
"^,.2...p(m  +  i)(m  +  2).,,(».+j,-i)  a:a 

On  arrêtera  cette  série,  comme  la  précédente,  au  terme 
dont  le  coefficient  sera  nul;  ce  qui  arrivera  si  m  est  un 
nombre  pair  négatif.  D'où  l'on  tire  cette  conséqïience  im- 
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portante,  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  j>eut 
toujours  s'exprimer  par  un  nomhrefini  de  termes  lorsque 
m  est  un  nombre  pair  positif  ou  négatif. 

183.  Mquation  de  Riccati. —  L'équation  non  linéaire 
que  l'on  désigne  ainsi  est  la  suivante  i 


Si  l'on 
ab  =  k. 


et  tout  se  réduit  à  intégrer  celle  équation  linéaire  du  second 
ordre  :  car  la  valeur  générale  de  u  sera  de  la  forme 

C  et  C  étant  des  constantes  :  il  en  résultera 


Cette  valeur  de^,  renferiuant  une  constante  arbitraire  —,  > 
sera  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 
Il  reste  done  à  intégrer  l'équation 


On  peut  ramener  eette  équation  à  une  autre  de  la  forme  de 
l'équation  (i),  en  changeant  la  variable  indépendante  x^  et 
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posant  x''  =1  kz,  k  et  /;  étant  des  constantes  indéterminées. 
On  trouve  ainsi 


E-  x'p-'  ~  +  p^p  —  ^)  ^ 


-~kx' 


Les  deux  ternies  extrêmes  ne  renfermeront  pins  x  si  l'oi 
pose  2p  —  2  =  m,  d'où  p  = h  i ,  et  qu'on  divise  par  x"' 

Si  l'on  divise,  en  outre,  par  j-,''  ^^  (pi'o"  exprime  x  en  2 
on  obtiendra 

d'u  m        I   dit  kl'' 


et  si,  pour  simplifier  cette  équation,  on  détermine  k  par  la 
condition 


à  intégrer  l'équation  suivante  : 


b).» 


qui  rentre  dans  l'équation  (i)  en  y  changeant  m  et  n  en 
■ et  —  I  ;  ce  qui  donne  lieu  aux  conséquences  sui- 
vantes : 

1°  Si  est  un  nombre  pair  positif  ou  négatif,  les 

deux  valeurs  de  u  pourront  s'exprimer  par  un  nombre  fini 
de  termes  en  s  et,  par  suite,  en  x. 

Soit  donc 
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i  étant  un  nombre  entier  positif;  on  en  tire 


!s  signes  supérieurs  se  correspondant,  aiQsi  tjue  les  i 
.eurs.  Celte  expression  se  l'éduit  à  la  forme  suivante  : 


Ainsi  l'équation  de  Rîccati  pourra  s'intégrer  complètement 
lorsque  m  sera  renfermé  dans  cette  formule. 

2"  Si est  compris  entre  o  et  2,  la  valeur  générale 

de  u  pourra  s'exprimer  au  moyen  de  la  formule  (3).  On 

voit  d'abord  que,  si  m  est  positif, —  est  nécessairement 

compris  entre  o  et  3,  et  l'équation  de  Riccatî  s'intégrera 
par  le  moyen  de  deux  intégrales  définies  simples. 
Si  m  est  négatif,  soit  m  =  —  m',  on  aura 

la  première  exige  m' ^  2 ,  et  la  seconde  m' ^  4  ■  Donc  on 
intégrera  encore  de  la  même  manière  l'équation  de  Riccati 
lorsque  m  sera  compris  entre  —  4  ^^  —  °^  ■  Ce  n'est  donc 
que  pour  les  valeurs  de  m  comprises  entre  o  et  ^  4  q^'^ 
l'intégrale  cherchée  ne  pourra  s'exprimer  au  moyen  de  deux 
intégrales  définies  simples. 

La  formule  (3)  devient,  en  y  changeant  m  en  — -—  et 


osfav'— 


.(•>/= 
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içant    z    par    sa    valeur  — - 


3  l/"ï         -+' 

Ueniplaçant    z    par    sa    valeur   ■■  ■         x'      ,    <3t    posani 


-  (/,  il  vient 


Si  l'on  fait  liisparaîtrii  les  imaginaires,  cette  Ibrniulc  ( 
vient 


=  /"(»' 


+  B'^    r       (e*"'  ^'«.s-^^l^i'       '.:oi-.J   si[l"'  +  'u«:B, 

B  et  B'  étant  deux  constantes  arbitraires  ;  et  le  rapport  — 

sera  la  seule  constante  que  renfermera  l'intégrale  de  l'équa- 
tion de  Riccati. 

3"  Si  m  est  entre  les  limites  o  et  —  4]  ^ine  seule  des  deux 
intégrales  définies  subsiste,  et  l'intégrale  générale  sera 
donnée  au  moyen  de  la  formule  (a).  Soit  u^  la  valeur  par- 
ticulière de  M,  on  trouvera 


-/$) 


Cl  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  expression  est 
moins  simple  que  la  précédente,  mais  c'est  précisément 
dans  ce  même  intervalle,  entre  o  et  —  4)  que  se  trouvent 
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comprises  les  valeurs  renfermées  dans  la  formule  — ::v  — i  et 

pour  lesquelles  on  peut  intégrer  exactement.  Si  m  avait 
pour  valeur  la  première  limite  o,  l'équation  à  intégrer 
serait 


qui  donne 

Si  i7(  a  pour  valeur  de  la  seconde  limite  —  4t  o"  3  À  consi- 
dérer l'équation 

^=«         2  du 

■^  +  -  ^  ~  "  =  o, 

qui  a  déjà  été  traitée,  et  qui,  en  posant  u  =  -  »  se  réduit  à 


dz' 


4°  Entre  les  limites  o  et  — •  4,  il  y  a  une  valeur  qui  rend 
les  deux  intégrales  illusoires  :  c'est  m  r=  —  a.  Dans  ce  cas, 

l'équation  primitive  en  u  devient  -5—  =  — ^  ;  elle  rentre 

dans  une  classe  d'équations  que  nous  avons  donné  le  moyen 
d'intégrer.  Son  intégrale  générale  sera  w  ^^Ca^'-^-  Cjx'", 
k'  et  h"  étant  les  racines  de  l'équation  k^  —  h  —  A  =:  o. 

18-i.  Soit  encore  l'équation  non  linéaire 

dl  " 


'  ■\-  aj^  =  he?'\ 
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posons  de  i 

né  me 

I    du 

et  l'équation  proposée  deviendra 

Soit 

P 

il  en  résultera 

d'u         I   du           _ 
dz'  ~^  z  dz.        "  —  *•' 

ce  qui  n'es 
donc 

t  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  (i).  On  aura 

a. 

=  CJ^\os(W=^cosco)^. 

^-  C,  j      cos(3  ^^=T  cosb)  1(:  sin'w)  d^. 

"-- 

=  C'   r(e— +  e-=--)rf^ 

+  0"  r  («;^™" +  £-=">'") l(ïsin'M)rf«. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  à  s  sa  valeur  en  x ,  et  j-  se 
déduira  de  u,  comme  dans  le  cas  de  l'équation  de  Riccati. 

185.  Considérons    encore    l'équation  suivante,   qui  se 
rencontre  dans  les  applications  physiques  : 
d'Y       r  .      n{"-(-in 

posons  j  =  a;""*"'s,  il  \iendra 
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qui   rentre   dans   l'cijuation.    (r),    eu  y  changeant  m   en 

2(«-f-  i)  et  «  en  p^. 

Si  l'on  suppose  n  positif,  et  quelconque  d'ailleurs, 
2  [n  -i-  i)  n'étant  pas  compris  entre  o  et  2,  on  ne  pourra 
exprimer  qu'une  intégrale  particulière  au  moyen  d'une  in- 
'tégrale  définie.  Son  expression  sera 


^f' 


>(j,»cos.).i 


et  l'on  pourra,  comme  on  l'a  déjà  vu,  en  déduire  l'intégrale 
complète.  La  valeur  àey,  qui  s'en  déduit,  est 


^■X"-'- 


;E)siii'"+iwrf«. 


Dans  le   cas    particulier   où    n  =  i ,    l'équation   proposée 
devient 


j.  =  A,r' J"' cos(;,..  COS.,)  sin"« ./« 
et,  effectuant  l'intégration, 

B  étant  une  constante  arbitraire.  En  la  considérant  comme 
fonction  de  x,  on  déterminera  facilement  l'intégrale  com- 
plète. 
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DÉTERMINATION  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES 
PAR  L'INTÉGRATION  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. . 


186.  La  recherche  d'une  intégrale  définie  peut  quelque- 
fois être  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  différen- 
tielle, relative  à  l'une  des  constantes  qui  entrent  sous  le 

--/•  ... 

Les  dérivées  de  cette  intégrale  par  rapport  à  ces  con- 
stantes seront  des  intégrales  prises  entre  les  mêmes  limites  ; 
et  si  l'on  peut,  par  ces  différent! ations,  reproduire  la  pre- 
mière intégrale,  en  l'éliminant,  on  aura  une  équation  entre 
SCS  dérivées  par  rapport  à  une  des  constantes.  Si  l'on  peut 
l'intégrer,  on  aura  une  expression  qui  renfermera  l'iiilégrale 
définie  comme  cas  particulier,  et  il  ne  s'agira  plus  que  de 
déterminer  les  constantes  arbitraires,  de  telle  sorte  qu'elle 
se  réduise  à  cette  intégrale  elle-même. 

187.  Soit,  par  exemple,  l'intégrale  définie 
,s(xc»>.)A. 
Considérons -la  comme  une  fonction  de  x,  et  posons 


i: 


(I)  ; 


=^"co,(«o»)„.. 
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DiiïëreïitianL  deux  ibis  par  rapport  à  c 


Pour  rendre  ces  expressions  plus  facilement  comparables, 
il  faut  introduire  CCS  (xcosm)  aulieudesia(jccosw)  dans  la 
seconde;  et  c'est  ce  que  l'on  fera  en  inlégrant  par  parties. 
On  aura  ainsi 

Le  premier  terme  disparaît,  aux  limites  o  et  ir,  et  il  vient 


Divisant  par  a:  et  ajoutant  à   la  troisième    équation,  on 
obtient 

— •• 1 ^:=—    (       cos(a;CilSM)du, 

dx'         x  dx  Jg 

L'intégrale  chercliée  étant  ainsi  reproduite,  il  suffira  de 
la  remplacer  par  j*  pour  avoir  l'équation  différentielle  cher- 
chée, qui  sera 

(»)  ë  +  iî+J^""- 


188,  La  détermination  de  I  cos(arcos<i))  dw  a  été  ra- 
menée à  l'intégration  de  l'équation  (a),  que  nous  avons 
traitée  dans  le  n"  180.  Mais,  comme  nous  n'en  avons  déve- 
loppé qu'une  intégrale  particidière ,  on  ne  peut  savoir  si 
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c'est  elle  qui  doit  donner  la  valeur  de  l'intégrale  définie. 
On  voit  donc  qu'il  est,  en  général,  nécessaire  de  connaître 
l'intégrale  complète  de  l'équation  différentielle  à  laquelle 
on  est  conduit,  pour  pouvoir  en  déduire  la  valeur  de  l'inlé- 
graie  définie  clierchée. 

Cependant,  dans  le  cas  actuel,  il  est  fa.eile  de  s'assurer 
que  la  série  trouvée  pour  intégrale  de  l'équation  (2)  coïn- 
cide avec  /  cos(xcosm)  rfw,  en  donnant  une  valeur  con- 
venable à  la  constante. 

En  effet,  développant  cos(xcosw')  en  série,  on  a 


»(,. 


=.3.4' 


Multiplions  par  dm  et  intégrons  entre  1 


:./,.&.. 


Ainsi  l'intégrale  définie   /      cos(.):cosw)  (fto  n'est  autre 

cliose  que  l'intégrale  particulière  que  nous  avions  trouvée 
potu-  l'équation  (a) ,  et  dans  laquelle  on  suppose  la  constante 
arbitraire  égale  à  tt. 


189.  Cherchons  maintenant  l'équation  qui  déte 
rait  l'intégrale  définie  /      e-""'^'cos2nx  dx,  quenotiscoo- 
naissons  déjà. 
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LIVRE 

Soit 

}■ 

-f'-" 

on  trouvera 

-r- 

Or 

/„, 

,— >si 

Q?.«^^=  ; 

SA-"- 


xdiC, 


dj_^_.^_^      d'où     j  =  C.-' 


Ainsi 


/      e~'°'"''iios'i.nxdx  est  compris  dans  l'espres- 

sion  Ce    '"',  dans  laquelle    C  est  indépendant  de  ra    :  il 

reste  à  voir  quelle  valeur  doit  avoir  C  pour  que  Ce  '"'  de- 
vienne égal  à  cette  intégrale  définie.  Or,  pour  n  =  o,  l'in- 
tégrale devient 


r 


v/; 


et  Ce  ""  se  réduit  à  C;  donc  la  valeur  de  la  coiistaitle  G 
dev  ait  être  —  ■,  et  l'on  a 

comme  nous  l'avions  trouvée  par  une  autre  voiij. 
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Si  l'on  avait  regardé  i       e~"''-''c0S2nxtfj:  comme  fonc- 
tion de  m,  on  aurait  trouvé 


et  l'on  trouverait 

190.  Considérons,  en  dernier  lieu,  l'intégrale 

et  posons 

Nous  ne  prenons  pas  immédiatement  la  limite  so  ,  pour 
éviter  une  difficulté  dont  nous -f parlerons  Lout  à  l'heure. 
DiiYérentiant  deux  fois  par  rapport  à  a,  il  vient 

rf'j  _         /"'  .r:"  CQ%a.T.  dx 


—  y—   i      C0ia3:tlx=y 


et  si  l'on  fait  /  ^  oo  ,  on  voit  que  le  second  membre  se  pré- 
senterait sous  une  forme  indéterminée. 

H  faut  maintenant  intégrer  l'équation  linéaire 


Si  l'on  néglige  d'abord  le  dernier  terme,  < 
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pour  intégi'ale_j'  =  Ae'*-{-Be~'';  consîdéraiit  ensuite  A  et  B 
comme  des  fonctions  de  a,  on  trouverai  pour  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  en  question, 


-G<f^ 


^y'e^^n«i^^_£j''^-^^^^^ 


C  et  Cl  étant  des  constantes  arbitraires. 

Il  faut  maintenant  supposer  que  /  croisse  indéOniment, 
et  chercher  la  limite  du  second  membre. 

Or,  quand  l  est  extrêmement  grand,  sinal  passe  par 
toutes  les  valeurs  de  — ^  i  à  -H  i  pour  un  accroissement  ex- 
trêmement petit  de  a,  pour  lequel  on  peut  regarder  les  autres 
facteurs  comme  constants.  Les  éléments  des  intégrales  se 
détruisent  donc  dans  cet  intervalle ,  et  il  en  est  de  même 
depuis  une  valeur  finie  quelconque  de  a  jusqu'à  l'infini.  Il 
suffit  donc  de  considérer  les  éléments  de  ces  intégrales  entre 
zéro  et  uno  valeur  infiniment  petite  de  a.  Mais  alors  e"  et 
e""  peuvent  être  remplacés  par  l'unité  dans  les  intégrales 

qui  se  réduisent  h  -■>  et  les  deux  derniers  termes  rentrent 

dans  les  premiers. 

..      .....       .    ,,.      ,       ,      C^m?,a.T.dx  P'^- cosasdr: 

Ainsiiahmite  del  mtegralc  I     -- ■_^    ~  ou  I      —-- — ^■ 

étant  désignée  parjf,  on  a 

j  =  Ce''  +  G,e-". 

U  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  constantes  C,  C,. 

Or,  si  a  est  positif,  Ce"  croîtra  indéfiniment  avec  a,  ec 

qui  ne  peut  convenir-,  donc  C  =  o.  De  pins  j      - — — ,-■■ 
devient  égale  à  -  pour  a=  o;  donc 


c,=  - 
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Si  a  était  négatif,  on  aurait 


191.  Si  l'on  (litïërentie  les  deux  membres  de  celle  c'qua 
tion  par  rapport  à  a,  on  aura 


Si  l'on  difïërentie  l'é 
a  positif,  on  aura 


a  étant  négatif.   Si  l'on  difïërentie  l'équation  qui  se  ■■ap- 
porte au  cas  de  a  positif,  on  aura 
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CHAPITRE  XV. 


DÉTEBMINATION  DES  SÉRIES  PAR  L'INTÉGRATION 
D'ÈQDATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


192.  Nous  avons  vu  cooiinent  l'intégrale  d'une  équa- 
tion différentielle  pouvait  être  développée  en  série  ;  mais 
on  peut  réciproquement  se  proposer  de  trouver  l'équation 
différentielle  dont  une  série  donnée  serait  l'intégrale.  Si 
cette  équation  peut  être  intégrée  complètement  sous  forme 
finie,  on  saura  déterminer  la  fonction  dont  on  avait  le  dé- 
veloppement. Pour  obtenir  cette  équation,  on  différentie 
une  ou  plusieurs  fois  la  série,  ou  d'autres  séries  qu'on  en 
déduit,  de  manière  à  reproduire  celle  que  l'on  clierclie, 
qu'on  peut  alors  éliminer.  Si  elle  ne  se  reproduit  pas,  mais 
qu'on  parvienne  à  une  série  qu'on  sache  sommer,  on  peut 
encore  obtenir  l'équation  cherchée. 

193.   Soit,  par  exemple,  la  série 

■^~'~  775  "^  1.2.3.4  ~  1.2.  .  .S' 

on  trouvera,  en  différentiant  deux  ibis, 

^__     ,  x" 

dx"  "^         "^i.a        1.2.3.4  ' 

cette  série  étant,  au  signe  près,  celle  que  l'on  cherclie,  on 
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peut  l'éliminer,  et  l'on  obtient  l'équation  différentielle 


Par  la  théorie  des  équations  linéaires,  on  trouvera 

A  et  B  étant  des  constantes  à  déterminer. 

Pour  cela  on  observera  que  la  série  conserve  la  même  va- 
leur quand  on  change  le  signe  de  :c;  doncB  =  o.  De  plus 
elle  se  réduit  à  i  pour  a:  =  o  ;  donc  A  —  i ,  et  la  série  est 
égale  à  cosjt,  comme  on  le  savait  d'ailleurs. 

i94.   Soit  encore  la  série 


H(.- 


dans  ce  cas,  on  est  arrivé  à  une  série  qui  n'est  pas  iden- 
tique avec  la  proposée,  mais  que  l'on  a  pu  sommer. 
11  faut  maintenant  intégrer  l'équation 

;|=-,  +  i(,+i)  o„  j=-x+/i,i(,+,i), 

qui  donne 

j^C-  2:. +  {1-^^)1(1  + a:). 

La  constante  C  doit  être  égale  à  i ,  puisque  la  série  se  ré- 
duit à  I  pour  .r  =  o  ;  donc 
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On  aurait  pu  différentier  «ne  fois  do  plus,  et  l'on  aurait  eu 
fP  j  _    _  .,  __    î  —  _  ■„ . 

il  aurait  fallu  alors  intégrer  l'équation 

d'y  ^     ■     . 
d'où 


1(,+,.)H 


Pour  déterminer   C,   on   observera  que  l'o 
pour  X  =^  o  ;  doue  C  ==  —  i ,  et 


dy  _ 


-1(14-,.}. 


On  aurait  continué  comme  dans  le  premier  calcul. 
195.  Considérons,  en  dernier  lieu,  ta  série 

elle  donne  d'abord 


Pour  faire  disparaître  le  dernier  facteur  de  chaque  dénoiiii- 
iiateur,  multiplions  les  doux  membres  par  x,  puis  dilïé- 
rentions-les,  il  viendra 


..4-^, •.4".  6. 
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Oa  a  reproduit  ainsi  la  série  proposée,  et,  en  l'élii 
m  obtient 


dx''        .X  dat       ■^ 

El,  en  effet,  nous  avons  reconnu  précédemment  que  cette 
équation  différentielle  a  pour  intégrale  particulière  la  série 
proposée  ;  mais  nous  ferons  observer  ici,  comme  nous  l'avons 
fait  pour  la  détermination  des  intégrales  définies,  qu'il  est, 
en  général,  nécessaire  de  connaître  l'intégrale  complète  de 
l'équation  différentielle  à  laquelle  on  parvient. 
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CHAPITRE  XYI. 

ArPLICATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  A  LA 

RECHERCHE  DE  FONCTIONS  DONT  ON  CONNAIT 

CERTAINES  PROPRIÉTÉS  CARACTÉRISTIQUES. 


196.  Soit  proposé  de  trouver  une  l'onction  Z7:=rf{x). 
telle  que  l'on  ait,  pour  toute  valeur  de  x  etj', 

Si  l'on  diiïerentîe  cette  équation  par  rapport  à  x^  en  consi- 
dérant jy  comme  constant,  on  a 

d'où  l'on  conclnt  que  cf '(x)  est  constant,  quel  que  soit  x, 
et  que,  par  conséquent,  on  a 


a  désignant  une  constante.  On  en  déduit 

b  étant  une  nouvelle  constante. 

La  fonction  ç ,  qui  satisfait  à  l'équation  (i),  est  d.onc 
nécessairement  comprise  dans  celles  que  représente  la 
formule  (a).  Mais  la  réciproque  n'est  pas  sûre,  et  il  faut 
déterminer  les  constantes  a  et  S,  de  manière  que  la  sub- 
stitution de  la  valeur  trouvée  de  z  rende  l'équation  (i)  iden- 
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tique.  On  trouve  pour  résultat  de  cette  substitution 
a.T.  ■+■  h  -i-  ay  -\-  b  ^  a[.7:  4- j)  -I-  b, 

ce  qui  exige  que  l'on  ait  b=^o,  d'où  résulte  z  =  ax. 

La  solution  la  plus  générale  de  la  question  est  donc  donnée 
par  la  formule 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

197.  Ciicrchons  maintenant  la  fonction  déterminée  par 
la  condition  générale 

Ditïéreniiant  par  rapport  à  x,  il  vient 

Dillërentiant  la  même  équation  [i]  par  rapport  à  j,  ou 
obtient 

De  ces  deux  dernières  on  tire 

■«?'(^)=JT'(r); 

donc  le  produit  xt^' (x)    est    constant,    et    si    l'on    pose 
<f(x)  =  s,   on    aura,   en  désignant  par  a   une  constante, 

'    lix  ' 

ds-^. -,      z=:a\x-]-b, 

h  étant  une  nouvelle  constante.  Substituant  dans  l'équa- 
tion (i),  on  trouve 

(2)  n  1  j:  +  i  +  a  1  j  -+-  6  =  o  !  a'j  4-  6  ; 

donc 

a  étant  arbitraire. 
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Ainsi  la  solution   la  plus   générale   de  la   question  iHSt 
donnée  par  !a  formule 

la  hase  du  système  de  logarithmes  étant  arbitraire. 

198.   Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  fonction 
yfx)  d'après  la  condition 

En  di  llërentiant  cette  équation  par  rapport  à  x  et  y,  on 
ohtieiil  les  deux  suivantes  : 

?  (^)ï'(j)  =  ?'[^-t-j); 
d'où  l'on  conclut 

a  étant  une  constante.  Si  donc  on  pose  y  {x)  ■=■  s,  on  aura 


s  dx 


b   étant  constant.    Substituant    dans    l'équation    (i),    on 

obtient 

(2)  bé"  be'f  =  be°'-'*''\ 

ce  qui  exige  que  l'on  ait  b^=:h  et,  par  stiite,  5  =  1,  car 
on  ne  saurait  prendre  b  =  o.  La  fonction  cherchée  a  donc 
pour  expression 

a  étant  arbitraire. 

Si    la    conslanle    a    est    imaginaire    et    de    la     forme 
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199.   Soit  encore  proposée  la  condition 

Différentiant  cette  équation  par  rapport  à  ,r  et  y^ 
obtient 

Ces  deux  écjualions  donnent 
d'où 

f  ?J^  _  jv'(.y)  _  _^ 

rt  étant  une  constante.  On  a  donc,  en  faisant  ç  \x\  =  s, 


on  en  déduit 

h  étant  une  constante  ;  on  aura  donc 

Substituant  dans  l'équation  (i),  il  vient 

donc  &  :=  I ,  et  la  fonction  cherchée  a  pour  espre 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  l'on  suppose  a  —  m±n  \l^^i  ,  la  fonction  prend  la 
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forme 

9  (j:)  —  JT"  (cosn  U±  v'"  sin«  1  x). 

200.  Nous  donnerons  pour  dernier  exemple  de  ce  genre 
de  questions  celle  qui  se  rappporte  à  la  détermination  de  la 
résultante  de  deux  forces  égales,  faisant  entre  elles  un  angle 
quelconque. 

On  est  conduit  dans  cette  recherclie  par  des  considéra- 
tions fort  simples,  que  nous  n'indiquerons  pas  ici,  à  l'équa- 
tion suivante  : 

X  désigne  le  demi-angle  des  deux  forces,  et  ç  [x]  le  rapport 
de  la  résultante  à  l'une  d'elles.  Or,  si  l'angle  des  forces  est 
nul,  la  résultante  est  égale  à  leur  somme;  et  s'il  est  égal 
à  deux  angles  droits,  elle  est  nulle  :  on  devra  donc  avoir 
les  conditions  particulières  suivantes,  en  désignant  f^  (x) 
par  s  : 

)   z=:0,     pour     ,>:=:-, 

et,  de  plus,  s  ne  peut  devenir  nul  pour  aucune  valeur 
de  X  comprise  entre  o  et  -•  On  observera  d'ailleiu-s  que  la 
question  de  statique  n'impose  aucune  condition  à  la  fonc- 
tion pour  des  valeurs  de  x  non  comprises  entre  o  et-, 

et  pour  des  valeurs  de  j  plus  grandes  que  x.  On  peut  re- 
connaître facilement  que  la  première  des  équations  (2)  est 
une  conséquence  immédiate  de  l'équation  (i);  car,  si  l'on  y 
fait  }-  =  o,  on  trouve 

3ï(^)=ïl^)?(0)- 

d'où  résulte 

ç[0)  =  2. 
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Cela  posé,  en  différen liant  deux  fois  l'équation  (i)  par 
rapport  à  x,  et  deux  fois  par  rapport  à^,  on  obtient 

f  (a;+7)+f  (a^  — j)  =  /(^)ï(y), 

d'où  l'on  conclut 

a  étant  une  constante  réelle,  puisque  tf(x)  et  ç"(xj  le 
Cette  équation  devient,  en  remplaçant  ç  (x)  par  s, 

L'intégrale  de  cette  équation  aura  une  forme  différciile, 
suivant  que  l'on  aura 

«>o,     «  =  o,     «<o. 
1°  Soit  d'abord  a  =  o;  il  en  résulte 

et,  substituant  dans  l'équation  (i),  on  devrait  avoir,  pom 
une  infinité  de  valeurs  de  x  et  j", 

2C3;  ■+-  zc,  =  C'xj  +  cc,y  +  ce,  j^  +  c;  ; 

les  termes  semblables  devraient  donc  être  égaux  de  part  et 
d'autre,  d'où  résulterait  C  =  o,  et  ç  [x)  serait  égal  à  une 
constante,  ce  qui  est  impossible;  donc  on  ne  peut  avoir 
a  =  o. 

2"    Soit  a^o;  l'intégrale    générale   de  l'équation   (3) 

substituant  dans  l'équation  (i),  et  posant 

Cal.  in/.  D.-  U.  19 
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ce  qui  n'établit  aucune  liaison  entre  u  et  c,  on  trouve 

C{C~i)u-\-C,  (G,  -  i)  «-  =  C  (i  —  C,  )  "  -l-  C,  [i  -  C)  f-  '. 

Les  coefficients  des  termes  dissemblables  devant  être  nuls 
séparément,  on  aura 

C  =  o,     C,  =  o, 


Or  on  ne  peut  avoir  à  la  fois  C  =  o,  Ci  =  o,  sans  quoi  l'on 
aurait  s  =  o,  quel  que  fût  x,  ce  qui  est  absurde.  Donc  on 
ne  peut  prendre  que  les  valeurs  suivantes  : 

C  =  i,    C,==i, 
d'où  il  suivrait 

expression  qui  ne  deviendrait  pas  nulle  pour  :r  :=  -  >  et  qui , 

par  conséquent,  ne  satisfait  pas  à  la  question.  Donc  on  ne 
peut  avoir  a^o. 

3"  Supposons  enfin  a  <^  o  et  posons 

l'intégrale  complète  de  l'équalioii  (3)  sera 

et,  puisque  l'on  doit  avoir  s  :=  2  pour  a:  =  o,  il  en  résulte 
C=  2,  et  la  valeur  de  z  sera 


en  la  substituant  dans  l'équation  (i),   et  réduisant,   on 

C;  sinma^siiimj  4-  2C1  sinmjcos/n.i:  =  o, 
et,  comme  on  ne  saurait  avoir  m  =;  o,  on  peut  supprimer 
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le  facteur  sinmy,  et  il  reste 

équation  qui  ne  peut  être  satisfaite,  quel  que  soit  x,  qii'en 
posa ut 

C,  —  o, 
d'où  résulte 

La  constante  m  se  déterminera   au  moyeu  de  la  seconde 
équation  (  2  ) ,  qui  donnera 


d'où 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Mais  si  l'on  n'a- 
vait pas  71  =  0,   cosnix  deviendrait  nul  pour  la  valeur 

X  =  — ; — ■■  ■  — ,  )  qui  est  moindre  que  -  ;  ce  qui  ne  saurait 

2[27l-|-  l)       ^    .  ^  2  ^ 

être,  puisque  la  fonclïou  z  ne  peut  devenir  nulle  pour 
valeur  de  x  entre  zéro  et  —  •  Donc  enfin 


et  la  valeur  de  Ja  fonction  chercliée  est 
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CHAPITRE  XYÏI. 

DIGRESSION  SUR  QUELQUES  PROPlîIÉTÉS  OU  USAGES 
DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


Intégrales  eulériennes. 
201 .  Legeiidre  a  désigné  de  cette  manière  deux  espèces 
d'intégrales  définies ,  étudiées  avec  beaucoup  de  soin,  d'à- 
hord  par  Euler,  et  ensuite  par  Legendre  lui-même;  nous 
nous  bornerons  à  en  faire  connaître  les  principales  pro- 
priétés. Celles  de  la  première  espèce  sont  comprises  dans  la 
formule 


X" 


celles  de  la  seconde  sont  de  la  forme 


a  étant  positif,  sans  quoi  l'intégrale  serait  infinie. 
Si  l'on  pose  \  —  =^  j^  on  lui  donne  la  forme 


r 


Legendre  désigne  les  premières  par  le  symbole  (;?,  ^),  et 
les  secondes  par  V  («)  ;  de  sorte  que  l'on  a 
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Nous  avons  déjà  eu  occasion  de  parler  de  ces  dernières 
dans  le  Cours  de  première  année,  et  nous  avons  démontré 
que,  si  a  est  entier,  on  a 

r(a)  =  ,.,.3...(«-,)i 

et  que,  quelque  valeur  positive  qu'ait  m,  on  a 

202.  On  reconnaît  immédiatement  une  propriété  très- 
simple  des  intégrales  de  première  espèce,  et  qui  consiste  en 
ce  que  leur  valeur  ne  change  pas,  quand  on  change  l'une 
dans  l'autre  les  deux  lettres  p  et  <j.  En  effet,  si  Ton  fait  la 
somme  des  deux  élcmenls  de  l'intégrale,  correspondant  à 
deux  valeurs  de  x  dont  la  somme  soit  égale  à  i ,  elle  reste 
évidemment  la  même  quand  on  change  p  en  9,  et  récipro- 
quement, puisque  cela  ne  l'ait  que  changer  les  deux  éléments 
l'un  daas  l'antre.  Donc  l'intégrale  entre  les  limites  o  et  i 
reste  la  même  quand  on  change  l'une  dans  l'autre  les  deux 
lettres  p  et  9 ,  propriété  qui  s'exprimera  de  la  manière  sui- 
vante : 

203.  Démontrons  maintenant  une  des  principales  pro- 
priétés des  fonctions  de  seconde  espèce,  qui  doivent  être 
étudiées  en  môme  temps  que  celles  de  première. 

Considérons  l'intégrale 


X'^^)' 


l'intégration  par  parties  donne 

/('^)-"(>i)"-/(.r'- 
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el,  prenant  ies  limites  zéro  et  i, 

ce  qui  donne  la  relation  suivante  ; 

r(»  +  ,)=«r(«). 

Au  moyen  de  cette  relation,  il  suffira  de  connaître  la  fonc- 
tion r(a)  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  zéro 
et  I,  pour  en  déduire  celles  qui  se  rapportent  aux  valeurs 
de  a  comprises  entre  i  et  2.  De  celles-ci  on  passera  aux 
valeurs  de  a  comprises  entre  a  et  3,  et  ainsi  de  suite  indé- 
finiment. 

La  construction  à'vme  Table  tpii  donnerait  toutes  les 
valeurs  possibles  de  la  fonction  T  se  réduit  donc  à  la  consi- 
dération des  valeui's  de  a  comprises  entre  o  et  i . 

Nous  allons  voir  qu'il  suffit  même  de  connaître  les  valeurs 

de  r  («)  dans  l'intervalle  de  a  =^  o  à  a  :=  -■ 

D  après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  on  a  l'équation 

b  étant  positif.  Multiplions  les  deux  membres  pai'  x°""'  (/x, 
a  étant  positif  et  plus  petit  que  h,  et  intégrons-les  par  rap- 
port à  X  entre  zéro  cl  l'infini,  nous  aurons 

I         I        z''-'3f-<e-'e-'''dzd.v=Tl'  j       ■   ■■'■    -n  dx; 

intégrons  d'abord  par  rapport  à  x,  et  observons  que 


X" 
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le  premier  membre  de  l'équation  deviendra 


rl»)^" 


-'dz,     ou     r[a)r{b-^a). 


ce  qui  donne  l'équation 

d'où 

r -  ^■d^  __  r(»)r(t-») 
J.      U  +  »)'  l'(») 

On   voit   donc   comment   les    intégrales  de   la    forme 

XT n.1  dans  lesquelles  on  a  a<rS,  dépendent  de 

celles  que  nous  avons  désignées  par  T. 

Considérons  le  cas  particulier  de  S  =  i ,  et  rappelons- 
nous  que  Tli)  ~  i,  et  /       — —L- = -, )  l'équation  prc- 

cédente  deviendra 

r(.)r(,-a)  =  gi-. 

Si  donc  on  connaissait  les  valeurs  de  F  («)  depuis  a=^o 
jusqu'à  a  =  -)  cette  équation  donnant  r(i  — a),  d'après 
r(a),  ferait  connaître  les  valeurs  de  la  fonction  depuis 
a  =  -  jusqu'à  a  ---  1 .  11  serait  très-facile  ensuite ,  comme 

nous  l'avons  fait  voir,  de  déterminer  ses  valeurs  depuis 
«  =  i  jusqu'à  «  =  00. 

On  peut  remarquer  que,  si  dans  l'équation  précédente 
on  fait  (I  :l=  -,  on  obtient 
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Posant  X  =j^i  il  vient 

■J.J      e--r-dx=^\l'^,     ou     j^^^'^^y^'^^' 

comme  nous  l'avions  trouvé  déjà  par  d'autres  procédés. 

204.  .Les  intégrales  de  première  espèce  peuvent  se  ra- 
mener à  celles  de  seconde;  ce  qui  est  avantageux  en  ce  que 
celles-ci  ne  dépendent  que  d'une  seule  variable  n,  tandis 
que  les  autres  dépendent  de  deux  variables  p  et  q. 

xi'-'^[i — x)'!-^  dx  devient,   en  posant 


L'intés 


-X' 


dont  la  valetu'  est,  d'après  une  formule  du  numéro  pré- 
cédent, 

on  a  donc  l'équation 


formule  très-simple  qui  servira  à  exprimer  les  fonctions  de 
première  espèce,  au  moyen  des  fonctions  F. 
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205.  Si  l'on  multiplie  membre  à  membre  les  deux  équa- 
tions 


[p,q)  = 


T[p  +  q) 


et  comme  le.sccoiid  membre  ne  change  pas  quand  on  cbange 
l'une  dans  l'autre  deux  quelconques  des  lettres  p,  ^,  ?',  il  en 
sera  de  même  du  premier  membre,  et  l'on  aura 

(/*,?](/> -4- </,/■)  =  {/',  r){p^r,  q)  =  {r,q){q-t-r,p), 

ce  qui  est  une  des  propriétés  fondamentales  des  foncLÏons 

(p,  1)- 

206.   Supposons  maintenant  que  les  deux  nombres  p  Gti/ 
soient  égaux  dans  la  fonction  {p,  y);  on  aura  alors 

Posons  œ  =^  -(i+^),  il  viendra 

faisons  ensuite  j-^  ==  z,  d'où  dy  =i  — -y  on  obtiendra 
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ou,  en  remplaçant  les  fonctions  (p,  q)  par  leurs  valeurs  au 
moyen  des  fonctions  F, 


l'observant  que  F  f  -  j  ;=  tuS 


ce  qui  constitue  une  nouvelle  propriété  générale  des  fonc- 
tions F. 

Nous  bornerons  là  ce  que  nous  avions  à  dire  des  inté- 
grales eulériennes,  et  nous  renverrons  pour  plus  de  détails 
aux  Exercices  de  Calcul  intégral  de  Legendre. 
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CHAPITRE  XVIII. 

EXPRESSION  D'UNE  FONCTION  PÉRIODIQUE  ARBITKAIRE 

EN  SÉRIE  TRIGONOMÉTRIQUE, 

AU  MOYEN  D'INTÉGRALES  DÉIUNIES. 


207.  Les  applications  de  l'analyse  aux  phénomènes  phy- 
siques ont  conduit  à  la  recherche  du  développement  d'une 
fonction  quelconque  en  séries  dont  les  dilférents  termes 
étaient  proportionnels  aux  sinus  ou  cosinus  des  multiples 
de  la  variahle. 

C'est  le  problème  des  cordes  vibrautes  qui  a  donné  lieu 
à  la  première  question  de  ce  genre.  Daniel  BernouUi  re- 
présentait l'état  initial  de  la  corde  par  une  série  trigono- 
métrique  dont  il  ne  déterminait  pas  les  coefficients.  Euler 
en  donna  l'expression  au  moyen  d'intégrales  définies;  mais 
c'est  principalement  à  Lagrange  et  à  Fourier  que  1  on  doit 
d'avoir  fixé  le  sens  exact  de  ces  formules. 

Avant  de  donner  la  démonstration  rigoureuse,  nous  com- 
mencerons avec  Euler  par  celle  qui  se  présente  le  plus  na- 
turellement, et  qui  est  fondée  sur  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés.  Soit  F  {x)  une  fonction  quelconque 
de  X,  et  posons 

F(^)  =  B  +  (A,sin.r  +  B>cos.^)-i-... 

Si  maintenant  on  veut  déterminer  le  coefficient  A,„  de 
sînma:,   il   suffira  de  multiplier  les  deux  membres   par 
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sinjnx  dx  et  d'intégrer  entre  deux  limites,  ayant  pour  dif- 
férence an.  Tous  les  coefticients  inconnus  disparaîtront, 
excepté  A,„,  parce  que  l'on  a 

I  mnmx  sinn.r  d^^  o; 

d'où  l'on  conclura 


r 


On  trouvera  de  même 

II  faut  excepter  le  cas  de  m  =  o,  qui  donne 


rr- 


pour  toutes  les  valeurs  entières  de  m,  excepté  zéro,  qui 
donne 


j  dx  =  0. 


On  connaît  de  cette  manière  les  valeurs  des  eoefûcients 
quand  le  développement  est  possible;  mais  il  est  essentiel 
de  déterminer  les  conditions  de  sa  possibilité  et  les  limites 
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r  DES  équatcohs  difféhentielles.  Soi 
eaitre  lesquelles  la  fonction  est  représentée  par  cette  série 
essentiellement  périodique. 

C'est  pour  cela  que,  regardant  ce  qui  précède  comme 
une  simple  induction,  nous  allons  déterminer  rigoureu- 
sement ce  que  représente  une  pareille  série, 

208.   Si  l'on  désigne  par  u  un  arc  quelconque,  on  sait 


Changeons  u  ea  x  —  a,  multiplions  par  une  fonction  arbi- 
traire F(a)  et  intégrons,  par  rapport  à  et,  entre  deux  li- 
mites quelconques  d  et  è  ;  nous  aurons 

b 

F  (a) 


-u: 


On  voit  que  rien  ne  serait  changé  dans  les  deux  membres 
si  l'on  augmentait  x  d'un  multiple  quelconque ,  positif  ou 
négatif,  de  in,  et  que,  par  conséquent,  ils  représentent 
une  fonction  périodique  dont  la  période  est  ai:,  quel  que 
soit  d'ailleurs  le  nombre  entier  m.  Or,  lorsqu'on  fait  croître 
ce  nombre  indéfiniment,  le  second  membre  tend  vers  un^ 
limite  qu'il  est  facile  de  déterminer,  et  le  premier  membre 
sera  le  développement  en  série  de  la  fonction  qui  exprime 
cette  limite. 

On  remarquera  que  l'on  peut  se  borner  à  considérer  les 
valeurs    de    a    infiniment  voisines  de  celles   qui  rendent 
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siii  -  [a  —  x)  =  o,  vu  Ljue  l'intégrale  tendrait  vers  zéro,  à 
mesure  que  m  augmenterait  pour  tout  intervalle  dans 
lequel  sîn.-(a  — a:)  resterait  une  quantité  finie. 

En  eifet,  lorsque  m  est  devenu  extrêmement  grand, 
jm  -H- )  («  —  j:)  varie  de  UTrquanda  varie  de  la  quantité  ex- 
trêmement petite  — ^-—7  :  dans  cet  intervalle,  -v— j-r ne 

varie  pas  sensiblement,  tandis  que  (  sin  (m-i j  (a:  —  «)  (/a 

est  zéro.  D'où  il  suit  que  tous  les  éléments  de  l'intégrale, 

correspondant  aux  éléments  infiniment  petits  — \ — -  de  la 

variable»,  sont  infiniment  petits  par  rapport  à  ces  derniers; 
et,  par  conséquent,  l'intégrale  prise  dans  un  intervalle  où 

T  reste  fini,    tend  vers  zéro,  à  mesure  que   m 


?(.' 


augmente  indéfiniment.  On  peut  donc  se  borner  à  consi- 
dérer les  valeurs  de  a,  qui  diffèrent  infiniment  peu  de  celles 

qui  rendent  sin  -  (a  —  x)  =  o,  et  qui  sont  les  suivantes  : 


Soit  X  une  valeur  quelconque  comprise  entre  a  et  &,  et 
supposons  que  h  —  a  soit  tout  au  plus  égal  à  2  T!  ;  on  con- 
sidéi-era  seulement  les  valeurs  infiniment  petites  de  a  —  x; 


on  pourra  alors  remplacer  sin  -  (a  —  x)  par 
le  second  membre  de  l'équation  (i)  deviendra 


[^'-iM 
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e  étant  infiniment  petit  ;  ou,  en  faisant  a  —  x  ::=  m, 


£=.,_. 


Si  F  (a)  est  continue  dans  le  voisinage  de  x,  on  pourra 
remplacer  F(x  +  m)  parF(x),  et  l'on  aura  seulement 


,„£■- 


(3) 


et  cette  intégrale  n'ayant  de  valeur  sensible  que  pour  des 
valetiTS  infiniment  petites  de  m,  lorsque  m  croît  indéiini- 
ment,  on  peut,  sans  inconvénient,  étendre  ses  limites  jus- 
qu'à —  00  et  -H  oc  ,  ce  qui  facilite  l'intégration,  et  l'on 
trouve  pour  résultat  n.  La  limite  du  second  membre  étant 
îtF{j:),  on  a  la  formule  suivante  : 

(4)     7.F(^)=-^    r    F(a)rfc<+2"  j^    F(«)cosm(^  — «)rf«, 

qui  donne  le  développement  de  F  [x)  suivant  une  série  dont 
le  terme  général  est  de  la  forme 


Il  nous  restes  faire  quelques  observations  propres  à  en  fixer 
le  véritable  sens, 

209.  Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  telle  qu'entre  a  et  b  il 
ne  tombe  aucune  des  valeurs  renfermées  dans  l'expression 
x±  ïAtt,  k  étant  un  nombre  entier  quelconque  qui  peut 
Être  zéro,  l'intégrale  (2)  est  nulle,  et  la  série  a  pour  limite 
zéro,  pour  cette  valeur  de  x.  Le  lieu  qui  aurait  pour  or- 
donnée le  second  membre  de  l'équation  (4),  divisé  par  it,  se 
composerait  donc  d'abord  du  lieu  de  l'équation  j  =  F  [x) 


y  Google 


3o4  LIVRE    IV. 

entre  x^^aelx^=h^  reproduit  indéfiniment  dans  les  deux 
sens  de  l'axe  des  x,  de  telle  sorte  que  les  points  correspon- 
dants seraient  distants  les  uns  des  autres  de  2  7t;  et,  en 
outre,  de  toutes  les  parties  de  l'axe  des  x  comprises  entre 
ees  courbes  successives. 

Si  l'iatervalle  h  —  a  est  cgal  à  ait ,  le  lieu  j'  =  F  (x), 
construit  entre  x  :=  «  et  x  =  &,  se  reproduit  à  la  suite  de 
lui-même  indéfiniment,  et  tous  les  points  correspondants 
seront  distants  de  air. 

210.  Si  X  est  égal  à  une  des  limites  de  l'intégration,  à  a 
par  exemple,  l'intervalle  b  —  a  étant  encore  égal  à  27t, 
l'intégrale  (2)  ne  sera  prise  qu'entre  zéro  et  H-  e,  quand  a 

sera  dans  le  voisinage  de  a,  ce  qui  donnera  -  F(a).  Mais 

quand  a  sera  dans  le  voisinage  de  6,  qui  est  égal  k  a-r-  ar, 

sin  -  [a.  —  x)  sera  encore  infiniment  petit;  et  si  l'on  pose 

a  =;  «  -f-  271  —  0),  on  aura 


qu'on  remplacera  encore  par  -  -  On  aura  ainsi  une  nouvelle 
intégrale  qui  sera  égale  à  -  F  (&)  ;  d'où  l'on  voit  que,  lors- 
qu'on donne  à  x  une  valeur  égale  à  l'une  quelconque  des 
limites  de  l'intégration,  la  série  donne  la  demi-somme  des 
valeurs  de  F  (x)  relatives  aux  deux  limites. 

2H.  Si,  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  ft, 
F  (x)  n'est  pas  continue ,  et  passe  brusquement  de  la  va- 
leur m  à  la  valeur  n,  il  faudra  dans  l'intégrale  (3)  supposer 
F  (x)  =^  m  entre  —  £  et  o,  et  F  (x)  =  n  entre  zéro  et  -H  e, 

cequidonnerapour  résultat- (m -T-  n).  Ainsi,  pour  une  va- 
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leur  de  x  qui  rend  F(x)  discontinue,  la  série  donne  la 
demi-somme  des  valeurs  de  F  [x)  qui  correspondent  à  cette 
même  valeur  de  x. 

212.  Nous  avons  supposé  que  la  différence  des  limites 
a,  h  était  tout  au  plus  égale  à  2ir.  Voyons  ce  qui  arriverait 
si  cette  ditïërence  était  plus  grande  que  271,  et  que  la  fonc- 
tion F(a)  fût  donnée  arbitrairement  dans  cette  étendue  ; 
supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  A— fl:^  2  71  + tî, 
à  étant  plus  petit  que  2Jr.  Pour  toute  valeur  de  x  comprise 

entre  a  et  a  H-  â',  sin—  (a  —  x)  deviendra  nul  pour  a  =r=  x 
et  pour  «=^271 -H a:;  on  aura  donc  à  considérer  dans  l'in- 
tégrale /     les  valeurs  de  a  dans  le  voisinage  de  x  et  de 

iTt-k-x,  et,  par  conséquent,  on  trouvera  pour  valeur  de 
cette  intégrale  relative  à  ces  valeurs  de  x 


de  même,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  b  —  ^et  è, 
on  trouverait  pour  valeur  de  l'intégrale 

^[F[^)-t-F(^-2,r)]. 

Pour  les  autres  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  h,  l'in- 
tégrale aurait  simplement  pour  valeur  F  (a;).  On  voit  ce 
qui  arriverait  si  &  —  a  renfermait  un  nombre  quelconque 
de  fois  27r,  et  que  la  fonction  F(a)  fut  donnée  dans  toute 
cette  étendue.  Ce  n'est  donc  qu'en  prenant  air  pour  diffé- 
rence des  limites  de  l'intégration  que  la  série  représentera 
la  fonction  elle-même  F  [x)  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise entre  ces  limites.  Dans  tous  les  cas,  la  fonction  repré- 
sentée par  la  série  aurait  pour  période  aie. 

Si  la  fonction  F(a]  est  périodique,  que  air  soit  l'étendue 
de  la  période,  et  que  b  —  a  soil  un  multiple  de  air,  la  sé- 

Cal.  inf.  D.— Il,  20 
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rie  représentera  évidemment  nF(x),  multiplié  par  le 
nomire  de  fois  que  h  —  a  contient  27r;  eu  divisant  donc 
par  ce  nomhre,  on  aurait  encore  t:V{x)  comme  si  l'on 
avait  intégré  entre  «et  a+  271. 

2i3.  Si  l'on  suppose  «  =  o,  &=:27u,  la  formule  (4) 
donne,  en  divisant  par  tî, 

(5)  FH  =  ^J"''FWd.  +  i2" /">?('■)""»('-»)■'«■ 
Si  l'on  fait  a=^  —  it,  5  ;^ -h  ti,  on  obtient 

On  peut  ainsi  développer,  en  ime  série  qui  procède  suivant 
les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  :v,  une  portion  d'une 
fonction  quelconque  F  (x)  comprise  entre  j;  =  o,  x  ^^  27r, 
ou  a;  =  —  71 ,  X  :=  4-  ît,  et  qui  peuvent  se  composer  elles- 
mêmes  de  plusieurs  parties  appartenant  à  des  fonctions  de 
formes  tout  à  fait  différentes.  Mais  cette  portion  se  repro- 
duit indéfiniment  dans  les  deux  sens  ;  de  sorte  que,  pour  les 
valeurs  de  xcndehors  de  ces  limites,  la  série  n'a  aucun  rap- 
port avec  les  valeurs  que  prendrait  F  (x)  d'après  la  forme 
de  cette  fonction.  Si,  par  exemple,  y  =  F[x)  représente 
une  parahole,  la  série,  à  mesure  que  x  croîtra  positivement 
ou  négativement,  reproduira  périodiquement  l'arc  de  cette 
parabole  compris  entre  x  =  — ti,  x  =  ïr,  et  nullement  la 
parabole  indéfinie. 

2lâ.  On  peut  donner  plus  de  généralité  aux  formules  (5) 
et  (6),  en  supposant  que  la  (onction  à  développer  est  don- 
née dans  un  intervalle  quelconque  2/  au  lieu  de  271. 

En  effet ,  si  l'on  fait  x  =  -7-»  ela^^  — j  les  formules  en 
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question  donneront 

ou,  en  rcprésentanL  F  (  -7-  )  pa*'  ^f  (  -^  )  î  l^i  sera  une  fonction 

arbitraire  de  z,  connue  entre  o  et  a/,  ou  entre  — /et  4-  /, 
et  remplaçant  z  par  la  lettre  x,  qui  est  plus  généralement 
employée,  on  aura  les  deux  formules  s 


-Tri,- 


(8) 


215.  Si  ia  fonction  if  (x)  est  telle  cjue  l'on  ait 
m  obtiendra 
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la  lormule  (8)  devlenl  alors 

[ti')--='j  f'fi')''' 

(9) 

et  de  même  la  formule  (6)  donnera 

216.  Si  l'on  avait,  ^u  contraire,  ç(  —  x)::^; — î(x), 
il  en  résulterait 

f-^'  Tia  /*'  ira 

/  ç(a}sm»i— <ia  =  2  j      !p{a)smm  -y-  d^.; 

la  formule  (8)  se  réduirait  à  celle-ci  : 

(„)     ,(.)  =  î2>'»°'tX''I"1»"'t*' 

et  la  formule  (6)  à  la  suivante  ; 

M  ?(')  =  ;  2?  "»■'/%(■>)  sini»"  A- 

Exemples  divers. 

217.  Proposons-nous  d'abord  de  développer  en  série  tri- 
gonométrique  une  fonction  qui  est  égale  à  une  constante 
entre  ^  =  o,  x  =  /,  et  à  la  même  constante  changée  de 
signe,  entre  x  =  o,  x=  —  /.  Il  suifira  évidemment  de 
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prendre  cette  constante  égale  à  l'unité,  et  l'on  passera  en- 
suite à  toute  autre  valeur  par  une  simple  multiplication. 

Nous  supposerons  donc  (f  (x)  =  i  dans  la  formule  (ii), 
et  nous  aurons 

2^   .    m«x    r'  .        ,ia   ,         2-r,I-cosmw    .         ^.^r 

Or,  pour  m  pair,    i  —  coswtTc  =  o;    et  pour  m  impair, 
1  —  coswîTT  =  2  ;  d'où  l'on  conclut 


ce  qui  est  la  formule  demandée.  La  fonction  indéfinie  est 
périodique,  et  l'amplitude  de  la  période  est  2/. 

218,  Développons  maintenant  la  fonction  qui  serait  égale 
à  X  entre  les  limites  —  ^  et  -I-  l. 

Comme  on  a  alors  tf  { —  x)  =:-^'(j)(x),  il  faut  faire  usage 
de  la  formule  (11),  et  l'on  trouvera 

ou,  en  effectuant  l'intégration, 

Mais  si  l'on  voulait  que  la  fonction  fût  égale  à  x^  entre  o 
et  l,  et  à  — a:  entre  o  et  —  /,  on  aurait  y  (  —  x)  =  tî(x), 
et  il  faudrait  employer  la  formule  (g).  On  aurait  alors 

ou,  en  efi'ectuant  les  intégrations, 
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Ces  deux  formules  (a),  (b)  représentent  la  môme  valeur  x 
entre  o  et  /,  mais  elles  oat  des  valeurs  égales  et  des  signes 
contraires  entre  o  et  —  /  ;  elles  ont  d'ailleurs  l'une  et 
l'autre  2/  pour  période. 

On  voit  par  là  que  les  lieux  dont  ces  développements  se- 
raient les  ordonnées  auraient  des  parties  de  longueur  finie 
qui  coïncideraient,  et  d'autres  parties  qui  seraient  différentes 
pour  l'un  et  l'autre. 

219.  Cherchons  maintenant  l'expression  en  série  de 
l'ordonnée  du  trapèze  isocèle  AMNB,  dont  la  base  AB  est 
égale  à  tt,  et  qui  est  tel  que,  depuis  A  jusqu'à  l'abscisse 
AP  =  a,  on  ait  j"  =  x  \,  depuis  P  jusqu'à  Q,  jf'  =  «,  et  de- 
puis Q  jusqu'à  B,  j-:=T.  —X.  Supposons,  de  plus,  que 
l'on  ait  y( —  a:)  =3  —  <^{x)  entre  — n  et  +  tt. 

Il  faut,  dans  ce  cas,  faire  usage  de  la  formule  {12),  et  l'on 
ti-ouvera,  toutes  réductions  faites,  pour  expression  de  l'or- 
donnée jy  de  ce  contour, 

Si  l'on  suppose  a  ;=:-i  le  trapèze  se  réduit  à  un  triangle  iso- 
cèle AOB,  et  l'équation  de  cette  ligne  brisée  sera 

r  =  !(«-4™3.  +  i™5.-i.i„,.  +  ...V 
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EXPRESSION  D'UNE  FONCTION  ARBITRAIRE,  NON  PÉRIODIQUE, 
AU  MOYEN  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


220.  La  formule  (  8  )  représentant  une  fonction  arbitraire 
entre  x  =  —  lata;:^  l,  il  suffira  de  faire  croître  /  indéfi- 
niment el  de  passer  à  la  limite,  pour  avoir  l'expression 
d'une    fonction    (juelconque ,    depuis    x  =  —  so    jusqu  à 

Nous  allons  montrer  comment  le  signe  ^  se  change  alors 
en  un  signe  d'intégration  dans  les  formules  précédentes. 

Mous  supposerons,  pour  éviter  toute  difficulté,  que  <^  [x) 
ne  devienne  jamais  infini,  et  soit  nul  pour  a;  =  —  od  et 
j7  =  so  ;  de  sorte  que  la  courbe  représentée  par  j"  =  9  (x) 
finit  par  s'approcher  indéfiniment  de  l'axe  des  x,  lorsque 
X  croît  indéfiniment,  soit  positivement,  soit  négativement. 

Le  premier  terme  du  second  membre  de  l'équalion  (  8), 

I    r-^^ 

—    I         (f(a)rf(Z,  tendra  vers  zéro  lorsque  / 

limite,  et  il  suffira  de  considérer  la  seconde  partie  de  ce 
même  membre,  qui  peut  être  écrite  comme  il  suit,  en  posant 
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Or,  si  l'on  fait  mi  =  p^  on  peut  regarder  p  comme  une 
variable  à  laquelle  on  donne  successivement  des  accroisse- 
ments égaux  à  e  dans  la  fonction  générale 


L  """ 


,.p(. 


et  en  multipliant,  pour  chaque  valeur  de  p,  cette  fonction 
par  l'accroissement  de  p,  la  somme  de  totis  ces  éléments, 
depuis  p  :=^o  jusqu'à  p  infini,  ne  sera  autre  chose  que  l'ex- 
pression (i3)  multipliée  par  ît.  Si  maintenant  on  fait  croî- 
tre l  indéfiniment,  s  tendra  vers  zéro,  et  la  somme  (i3} 
tendra  vers  l'intégrale 

L'équation  (8)  conduit  donc  ainsi  à  la  suivante  ; 

(i4)  T(^]  =  ~y"4.£"  ï(a)cosp(^-«)rf^, 

ou,  en  prenant  pour  limites  de  p,  — -oo  et  H-  co  ,  ce  qui 
double  l'intégrale, 

(is)  ç[^)=---  r  dp  r  ,(«)cosy.[^-«)rf«; 

et  ces  formules  ont  lieu'pour  toutes  les  valeurs  de  ;r,  de- 
puis —  00  jusqu'à  4-  ao  , 

Elles  ne  diffèrent  pas  de  celle  que  nous  avons  démontrée 
primitivement , 

221,  Dans  le  cas  où  (f  (  —  x)  =^  <f{x)-,  on  a 

j  ^  [a]  sin^a  da  =■  O, 

(  a  [a]  C<IS/)a  daz^T.   1         f  [ajcospadx. 
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et  les  formules  {r4}  et  (i5)  se  réduisent  à  celle-ci  : 


Si  l'on  a,  au  contraire,  '}{~x)= — ^{^)î  on 

et  réciproquement, sil'on  emploie  les  fonnulcs(i6)  ou  (17), 
le  second  membre  se  formera  par  les  valeurs  de  <f  [x)  re- 
latives à  X  positif;  et,  quelles  que  soient  les  valeurs  de 


f(- 


lapr 


i  la  nature  de  la  fonction  ç,  ces  for 


ules 


donneront,  pour  x  négatif,  y  {x)  pourla  première,  et  —  i^[x) 
pour  la  seconde. 

Toutes  ces  formules  qui  servent  à  représenter  des  fonc- 
tions entièrement  arbitraires ,  données  entre  les  limites 
finies  ou  infinies  de  la  variable,  sont  de  la  plus  grande  uti- 
lité dans  les  applications  de  l'Analyse  aux  questions  de  Phy- 
sique ou  de  Mécanique  moléculaire. 

Si  l'on  avait  à  exprimer  d'une  manière  analogue  une 
fonction  de  deux  variables  xet^,  on  la  considérerait  d'a- 
bord comme  fonction  de  x,  j  étant  traité  comme  une  con- 
stante, et  l'on  ferait  usage  des  formules  ci-dessus.  La  fonc- 
tion ç  (a)  contiendrait  alors  j- et  pourrait,  par  conséquent, 
s'exprimer  par  les  mêmes  formules,  ce  qui  doublerait  le 
nombre  des  signes  d'intégration  ou  de  sommation;  et  l'on 
agirait  de  la  même  manière  pour  un  nombre  quelconque  de 
variables. 

222,  Exemples.  —  Considérons  maintenant  des  fonctions 
données,  depuis  x^  —  «  jusqu'à  x  =:  co  . 

Supposons  que  l'on  doive  avoir  y  =  e"',  depuis  a:  :=  o 
jusqu'à  ;c  =  QO  ,  ety=e',  depuis  x^=o  jusqu'à  x^  —  co  ; 
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on  aura  alors  la  condition  9(  —  x)=^<a{x),  et  il  faudra 

faire  usage  de  ia  formule  (i6).  Elle  donnera 


r 


=~rT^ 


S'I. 


Et,  en  effet,  nous  avons  déjà  eu  oceasîon  de  reconnaître  que 
cette  expression  est  équivalente  à  e~^  quand  x  est  positif,  et 
à  e*  quand  x  est  négalil. 

223.  Terminons  ees  exemples  par  le  cas  d'une  fonction 
qui  soit  égale  à  l'unité  pour  toutes  les  valein-s  de  x  com- 
prises entre  —  i  et  -f-  i ,  et  nuUe  pour  toute  autre  valeur 
dex. 

On  a,  dans  ce  cas,  y  ( —  x)  :=(ji  (x),  et  l'on  aura  recours 
à  la  formule  (i6). 

Or,  la  fonction  étant  nulle  depuis  x  =  i  jusqu'à  x=  ce  , 
l'intégration  donnera  zéro  dans  toute  cette  étendue,  et,  par 
conséquent,  il  suffit  de  la  considérer  entre  les  limites  o 
et  I  ;  ce  qui  donnera 

j=  I  dpcospx   j      cospada, 

2     /""  sinpcosff.r    , 
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et  l'on  a  ainsi  une  expression  qui  est  égale  à  i  pour  toute 
valeur  de  x  entre  —  i  et  4-  i ,  et  égale  à  zéro  pour  toute 
valeur  de  x  en  dehors  de  ces  limites.  Il  est  d'ailleurs  facile 
d'en  faire  la  vérification.  En  eflet,  on  a 


Jo  P  ^Jo  P  2J0 


nf^ 


Or,  si  l'on  a  x^  1,  les  deux  intégrales  tjui  entrent  dans 

le  second  membre  sont  égales  à  -5  et  les  deux  termes  se 

détruisent.  Ils  se  détruisent  de  même  si  x  <C. —  '  i  '^'^  'V-^'^ 

prouve  d'abord  que  l'intégrale  en  question  est  nulle  pour 

toute  valeur  de  x  qui  est  en  deliors  des  limites  —  i  et  +  i . 

Si  maintenant  x  est  entre  —  i  et  +  i,  les  deux  termes 

s'ajoutent  et  donnent  pour  somme  -j  d'où  résulte  y  =  i-^ 

ce  qu'il  fallait  vérifier. 
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CHAPITRE  XX. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÈKENTiELLES 
PARTIELLES. 


224.  Nous  avons  vu  comment  on  peut  déterminer  une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes,  lorsque 
l'on  connaît  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  par 
rapport  à  chaque  variable,  tant  au  moyen  de  ces  variables 
que  de  la  fonction  elle-même.  Nous  allons  supposer  main- 
tenant que  l'on  donne  seulement  une  équation  où  entrent 
ces  dérivées  partielles  d'un  ordre  quelconque. 

Considérons  une  équation  renfermant  d'une  manière 
quelconque  les  deux  variables  indépendantes  x,  j,  la  fonc- 
tion z  et  toutes  ses  dérivées  partielles  qui  ne  dépassent  pas 
l'ordre  m-^  elle  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

/  ^"^^  fi'  '^^ 

I  ib    d^z  (i^s    dz        dx,  d'z         dx         cf-i 

\\)V\x,y,z,  -^,  ^'■'■>^^;'^'  ~Jf""'  'df''  ~d^''""'  df'' 

En  considérant  z  comme  fonction  de  x,  on  peut  le  dé- 
velopper par  la  formule  de  Taylor,  ou  par  celle  de  Ma- 
clauriu,  que  nous  emploierons  comme  la  plus  simple. 

L'équation  ([)  donnera  la  valeur  de  -—;  en  fonction  de 

.r,  j,  z  et  des  autres  dérivées,  dans  lesquelles  il  y  aura  tout 

au  plus  m  —  I  diiTérentiations  par  rapport  à  x.  En  diifé- 

,        ^    d-z  ,  d'"-*-'z 

rentrant  la  valeur  de  - —  par  rapport  a  x,  on  aura  ■      ^^i 

et  son  expression  renfermera  -—i  ainsi  que  sa  dérivée  par 
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rapport  kj;  mais  si  l'on  remet,  au  lieu  de  — —  i  sa  valeur 

tirée  de  (i),  on  n'auj'a  plus  do  dérivée  qui  dépasse  l'ordre 

m  —  I  par  rapport  à  x.  En  continuant  ainsi  indéfiniment, 

on  aura  toutes   les  dérivées   partielles   par  rapport  à  x, 

depuis   la    m""'°  jusqu'à    l'infini ,    exprimées    au    moyen 

dx  d'"~  '  z        ,    i  ] ,  .'   , 

de  ^,  y,  z,  -v~  5  ■  ■  ■  1  ~—  et  de  leurs  dérivées  par  rapport 

à  j  seulement. 

Il  s'agît  maintenant  d'obtenir  les  valeurs  de  toutes  les 
dérivées  par  rapport  à  x,  quand  on  y  fait  x  =  o,  ce  qui  les 
rend  fonctions  de  j  seulement.  Pour  cela,  on  observera 
qu'en  faisant  x  =;  o  dans  une  fonction  de  x  et  de  j,  et  difîe- 
rentiant  par  rapport  à  jj',  on  a  le  même  résultat  qu'en  dif- 

férentiant    d'abord,    puis    faisant    .r=;o:    ainsi -— , 

•'•(-^ 

\dxP)^ 


dans  lequel  on  fait  x  =  o,   est  identique  avec  ■ 

l<l''^\  -,     .        dPz  ,      '' 

en  désignant  par  l  ;j-7  )   ce  que  devient  -—  quand  on  y  fait 

X  ^  o.  Il  suit  de  là  que  toutes  les  dérivées  de  s  par  rapport 
à  .r,  dans  lesquelles  on  fera  x  =  o,  se  déduisent  de  z  et  des 
m  —  I  premières,  et  des  dérivées  que  donnent  ces  m  fonc- 
tions àa y  par  rapport  à  y.  D'ailleurs  l'équation  proposée 
laisse  arbitraires  ces  m  fonctions,  et  ne  détermine  que  les 
suivantes.  On  pourra  donc  effectuer  le  développement  de  z 
par  rapport  à  x  comme  il  suit  : 


Y,  Yi, . . .,  Y,„^]  étant  des  fonctions  entièrement  arbitraires 
dejj'.  Et  Von  pourrait  démontrer  a  posteriori,  comme  dans 
le  cas  des  équations  différentielles ,  que  ce  développement 
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donne  ideiiliquement  la  même  valeur  jiour  y^  que  l'é- 
quation (i). 

225.  Si,  au  lieu  de  deux  variables  indépendantes,  on  en 
avait  un  nombre  n  quelcontjue,  on  pourrait  toujours  sup- 
poser la  fonction  développée  par  rapport  aux  puissances 
de  x;  il  n'y  aurait  de  différence  qu'en  ce  que  Y,  Y,, . . ., 
Ym-i  désigneraient  des  fonctions  arbitraires  de  toutes  les 
variables  indépendantes,  excepté  x. 

226.  Réciproquement,  on  sera  assuré  d'avoir  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  comme  celle  que  nous  consi- 
dérons lorsque  la  fonction  qui  y  satisfait  et  ses  m  —  i  pre- 
mières dérivées  par  rapport  à  x,  dans  lesquelles  on  fera 
:r  =r  Oj  pourront  èlre  égalées  à  des  fonctions  entièrement 
arbitraires  de  toutes  les  variables  indépendantes,  excepté  x; 
car,  puisque  l'intégrale  donnée  satisfait  à  l'équation  pro- 
posée, tous  les  termes  de  son  développement,  à  partir 
du  n""'°,  se  déduisent  des  m  premiers,  de  la  même  manière 
que  dans  le  développement  de  l'intégrale  générale.  Or 
ces  m  premiers  sont  identiques  dans  les  deux  développe- 
ments; donc  tous  les  autres  le  sont,  et  la  fonction  donnée 
ne  diÛ'crc  pas  de  l'intégrale  générale. 

227.  Nous  avons  supposé  l'équation  du  ;«'*""  ordre  com- 
plète; mais  il  suffit  évidemment,  pour  que  nos  raisonne- 
ments subsistent,  qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  à 
un  coefficient  différentiel  de  la  fonction,  pris  par  rapport  à 
une  variable  seulement,  et  qu'il  n'entre  dans  son  expres- 
sion aucune  quantité  où  il  se  trouve  un  nombre  aussi  grand 
de  différent! a tions  par  rapport  à  la  même  variable.  JDans 
le  cas  particulier  où  ces  conditions  ne  seraient  satisfaites 
relativement  à  aucune  des  variables,  le  développement  ne 
pourrait  plus  se  l'aire  de  la  même  manière,  el  nous  nous 
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écarterions  de  l'objet  de  ce  cours  en  nous  en  occupant  d'une 

manière  générale. 

228.  Si  les  coefficients  différentiels  les  plus  élevés  par 
rapport  à  x  et  j-  ne  sont  pas  du  même  ordre,  le  développe- 
ment ne  renfermera  pas  le  même  nombre  de  fonctions  ar- 
bitraires, si  on  l'ordonne  successivement  par  rapport  à  des 
variables  différentes;  mais  ces  fonctions  ne  renferment  pas 
les  mêmes  variables,  et  tous  ces  développements  sont  au 
fond  idenliijues,  puisqu'ils  représentent  tous  la  fonction  la 
plus  générale  qui  satisfasse  à  la  même  équation. 

229.  Lorsqu'il  n'entre  que  des  dérivées  prises  par  rap- 
port à  une  des  variables,  on  regardera  toutes  les  autres 
comme  des  constantes,  et  l'on  aura  à  intégrer  une  équation 
différentielle  à  deux  variables.  Les  constantes  introduites 
par  cette  intégration  seront  considérées  comme  des  fonc- 
tions arbitraires  des  variables  que  l'on  avait  regardées 
comme  constantes. 

Soit,  par  exemple, 


^  =  Y  H-  Y,.r  -(-  .  .  .  +  Y„-,  .r—  +  ï  {^,  j], 

?  (^1  y)  étant  la  fonction  que  l'on  obtiendra  en  intégrant 
m  fois  F  {x,y)  par  rapport  à  x,  et  Y, . , .,  T,„_i  étant  des 
fonctions  arbitraires  de  y. 

230.  Considérons  maintenant  l'équation 
qui  rentre  dans  le  cas  où  nous  avons  dit  qu'on  ne  pouvait 
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effectuer  le  développement  par  rapport  aux  puissances  de 
l'une  des  variables. 

fn  1  on  pose  -—  ^  m,  on  aura 


"/'"""■ 


^•)<''-  =  5;;- 


Intégrant  maintenant  n  fois  par  rapport  ky^  et  observant 
qu'à  chaque  intégration  totale  il  faut  ajouter  une  seule 
fonction  arbitraire  de  a;,  et  que  les  intégrales  de  T,, . .,  T,n_i 
seront  de  nouvelles  fonctions  arbitraires  dc^,  on  aura 

z-.=   f"(/j"  r'"rfj^F(jc,_r)  +  Y'  +  Y"a>-l-.  ..-hY("'>a>"-' 
-f-X+X,J  +  ...-4-X„-,j"- 

On  voit  que  ce  développement  renferme  des  fonctions  arbi- 
traires de  chacune  des  variables  séparément. 

231.  Appliquons  la. formule  de  Maclaurin  à  l'intégra- 
tion de  l'équation  très-simple 

Jj:"^     df 
On  en  tire,  en  différcntiant  par  rapport  à  x, 

d  — 
d'z  _        d'î     ___  do-,  _     ^d'z 

dx'  d.T:dy'  dj  dy' 


*■ 
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donc 

dz,  d'Za    a'.ri'  d'"Zs        «"-■>"' 

'      dy  dy''    i .  a        "  '        i/j"    i .  2 .  .  .  m 

Or  le  second  membre  représente  le  développement  de  la 
fonction  de  j- représentée  par  z„, et  dans  laquelle  on  cliange 
•y  GM  y-\-  ax.  Comme  d'ailleurs  Zt,  est  une  fonction  arbi- 
traireF(jf),  on  aura,  pour  l'intégrale  cherchée, 

On  trouve  ainsi  une  fonction  arbitraire  renfermant  deux 
variables,  mais  d'une  manière  déterminée;  ce  n'est  donc 
pas  une   fonction   arbitraire  par  rapport   aux   deux  va- 

Eqiiations  linéaires  aux  différentielles  partielles. 

232,  Lorsque  l'équation  linéaire  ne  renferme  pas  de 
terme  indépendant  de  z  et  de  ses  dérivées,  il  est  facile  de 
voir  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'intégrales 
particulières  satisfait  encore  à  la  même  équation. 

Lorsque,  de  plus,  les  coeiïîcients  sont  constants,  on  y  sa- 
tisfait par  des  expressions  analogues  à  celles  qtie  l'on  a 
trouvées  dans  les  équations  différentielles , 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  une  équation  de  l'ordre 
m,  renfermant  la  fonction  s  et  ses  dérivées  par  rapport  à 
X  et  y,  multipliées  par  des  constantes,  on  pourra  poser 
2^  Ce"''"^^*';  l'exponentielle  disparaîtra,  ainsi  que  C,  par 
la  substitution  dans  l'équation  donnée,  et  il  restera  une 
équation  du  m'^""  degré  entre  a  et  ê.  Elle  pourra  donner 
m  valeurs  de  S  en  fonction  de  «  ;  si  l'on  en  désigne  une  par 
(f  (a),  ou  aura  une  solution  de  l'équalton,  en  posant 
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Les  quantités  «  et  C  peuvent  changer  d'une  manière  quel- 
conque en  passant  d'un  terme  à  l'autre  de  cette  somme,  et 
le  nombre  des  termes  est  entièrement  arbitraire  ;  s'il  est  in- 
fini, et  que  C  soit  fini,  on  a  une  série;  mais  si  C  est  infini- 
ment petit,  et  de  la  forme  ¥{a)da,  F  désignant  une  fonc- 
tion arbitraire,  on  a  une  intégrale  prise  par  rapport  à  a. 

La  valeur  de  z  est  alors  z^^  (  F(a)e°'"^^'^'''iia, et  renfer- 
mera une  fonction  arbitraire. 

233.  Lorsque  les  valeurs  de  Ê  sont  toutes  linéaires  par 
rapport  à  a,  c'est-à-dire  quand  ou  a  6  ^  aa  +  è,  il  est  fa- 
cile d'exprimer,  sous  forme  finie,  l'intégrale  générale  de  l'ë- 
quation. 

En  effet,  une  des  valeurs  de  6  donnera  la  série 

Or,  C  et  «  étant  arbitraires,  5]  Cw'  représente  une  fonction 
quelconque  de  m;  donc  7.Ce''''"^''^^  représente  une  fonc- 
tion arbitraire  de  e^''""-'',  et,  par  suite,  de  a;  -|-  aj.  Si  on  la 
désigne  par  F{x-hciy)  et  qu'on  raisonne  semblablement 
poiu'  les  m  valeurs  de  6,  on  aura,  en  ajoutant  ces  m  solu- 
tions, 

z  =  e^r^{^  +  ay)  -f-  e*./F,(^  +  a,y)  +  .  .  . 

Cette  expression  renferme  m  fonctions  arbitraires  telles 
que,  si  l'on  développait  par  rapport  aux  puissances  de  x^ 
les  m  premiers  coefficients  pourraient  généralement  être 
égalés  à  des  fonctions  arbitraires  de  y.  Elle  représente  donc 
l'intégrale  générale. 
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234,  Appliquons  cette  méthode  à  l'étiuation 

qui  détermine  les  mouvements  vibratoires,  soit  des  cordes 
élastiques,  soit  de  l'air  dans  les  tuyaux  cylindriques,  soit 
des  verges  dans  le  sens  de  leur  longueur. 
On  posera  z  =  Ce'*"^^^,  et  l'on  aura 

«'— a'e"=o,     d'où     K  =  ±ae; 

par  suite, 

ï  =  2Ce*t^-"^'      et      z  =  '^C,e''<-y~'"'\ 

L'intégrale  générale  est  donc 

3=F(r-f-</^)-i-F,[y-«;c), 

Les  fonctions  F,  F,  se  détermineront  facilement  si  l'on 
connaît  z,  —  pour  x  =  o. 

Soient,  en  .effet, 

les  fonctions  F  et  Fi  devront  satisfaire  aux  deux  condi- 
tions 

ï'(7)-HF,(7)=/(j),     F(j)-F,(x)  =  ^ç{7). 
Intégrons  les  deux  membres  de  la  dernière,  et  représentons 
/     '^{j)^J  V"-^  'l'{y)'t  notis  obtiendrons 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  ces  équa- 
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aF,(>)=!/(j)-i4(j-)-C; 

la  valeur  générale  de  s,  satisfaisant  à  toutes  les  conditions , 
sera  donc 
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CHAPITRE  XXI. 


INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  BIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES 

LINÉAIRES, 

PAR  LE  MOVEN  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


235.  Nous  avons  dit  tout  à  l'heure  comment,  en  partant 
d'intégrales  particulières,  on  pouvait  en  obtenir  de  plus  gé- 
nérales, renfermant  des  fonctions  arbitraires,  et  exprimées 
par  des  intégrales  prises  par  rapport  à  des  variables  diffé- 
rentes de  celles  qui  entrent  dans  l'équation  proposée.  Le 
choix  que  l'on  doit  faire  pour  la  forme  des  intégrales  parti- 
culières doit  être  tel,  que  les  fonctions  arbitraires  que  l'on 
aura  introduites  puissent  se  déterminer  facilement  au 
moyen  des  données;  et  ces  données  sont  orcUnairement  les 
valeurs  que  reçoivent  la  variable  principale  et  quelques- 
unes  de  ses  dérivées  par  rapport  à  une  des  variables  indé- 
pendantes, lorsque  l'on  donne  à  cette  dernière  une  valeur 
particulière. 

Considérons,  comme  premier  exemple,  l'équation 

fi)  ^=«'  — , 

^  '  d^  df 

qui  détermine  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  barre 

prismatique,  dont  la  surface  latérale  est  imperméable. 

La  question  sera  entièrement  déterminée,  d'après  ce  que 

nous  avons  vu,  si  l'on  connaît  la  valeur  de  3  relative  à 

x=:o.  Soit  donc  donné 

(2)  z~'E{f)     pour    x  =  o. 

On  satisfera  à  l'équation  (i)  en  prenant 
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pourvu  que  n=:  —  a'm^.  On  peut  môme,  au  lieu  de  y, 
mettre jf'  —  a,  puis  multiplier  par  une  eonsiante  arbitraire 
A,  ce  qui  donnera  la  valeur  particulière 

Faisons  croître  les  constantes  arbitraires  m  et  a  par  degrés 
infiniment  petits  dm,  da^  et  supposons  que  A  soit  de  la 
forme 

/■désignant  une  fonction  arbitraire;  la  somme  d'un  nom- 
bre quelconque  de  ces  solutions  infiniment  petites  sera  en- 
core une  solution.  On  aura  donc  une  valeur  plus  générale 
de  z  en  prenant 


-fP 


/(«)*-"'"■'' C05m{j  —  «)rfmrfa, 


les  limites  des  deux  intégrales  étant  arbii 
Or  cette  valeur  de  s  se  réduit,  pour  x 


fP 


/(a)cosm(j'  —  a)dmda. 


Donc,  si  l'on  prend  — co  et  4-  oo  pour  limites  de  ces  inté- 
grales, on  trouvera  pour  résultat  an/ (_;)');  ce  qui  détermine 
f{j),  puisque,  d'après  la  condition  donnée,  on  devra 

27r/(j)^F(j). 

La  valeur  de  s,  qui  satisfait  à  l'équation  (i)  et  à  la  condi- 
tion fa),  sera  donc 


-j:j: 


F(.)r--cos,»(j-^)i 


et  toute  valeur  de  z  qui  satisferait  à  ces  deux  équations  se- 
rait identique  avec  eelie-ci,  sous  quelque  forme  qu'elle  se 
présentât.  Il  ne  reste  plus  qu'à  chercbcr  si  l'expression  peut 
6tre  simplifiée. 
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Or  011  a  la  foiinule 

e~"  "  cos  ipuda  =  -^—  e    "  ; 
d'où  il  suit 


/•m 

I        e-°'''"''cosm[y  —  a)  dm  =:  -     _ 


et,  par  suite, 


.=  ^.-^    Ta   ('./;)  FW^., 

expression  qui  ne  renferme  plus  qu'une  intégrale  définie 
simple. 

On  peut  lui  donner  une  forme  plus  commode  en  posant 


(— =Y-^'' 


=ev'^. 


dc,=±:za\/ZdS. 

Si  l'on  prend  les  signes  supérieurs,  les  limites  de  Ê  seront 
les  mêmes  que  celles  de  a,  et  l'on  aura 


Si  l'on  prenait  les  signes  inférieurs,  les  limites  seraient 
renversées,  et,  en  les  remettant  dans  le  môme  ordre,  on 
trouverait  pour  valeur  de  z 

qui  ne  difl'ère  pas  de  la  précédente,  vu  que  6  passe  par 


y  Google 


SaS  LIVRE    IV. 

toutes  les  valeurs  positives  et  négatives,   et  que  e""      ne 
change  pas  quand  Ê  change  de  signe. 

La  solution  générale  de  la  question  est  donp.  doiméc  par 
l'équation  (3). 

236.  Soit  maintenant 

s  étant  assujetti  à  la  condition 
(2)  3  =  F(r)     pour     ,.  =  0. 

Si  l'on  pose  z  =  e'"u,  l'équation  (1)  donne 
du  _    ,ri';t 

et  la  condition  (  2 )  conduit  à  la  suivante  : 
«  =  F(j')     pour     .^  =  0. 
La  détermination  de  u  se  ramène  donc  au  cas  précédent, 

237.  Intégrons  maintenant  l'équation 

[l'i  ^—a'^ 

^  '  de  d.r}'' 

que  nous  avons  déjà  traitée  par  une  autre  méthode,  et  qui 
se  rapporte  au  problème  des  cordes  vibrantes.  Ajoutons-y 
les  deux  conditions  suivantes,  pour  déterminer  les  fonctions 
arbitraires 

(2)  J  =  F(i)  ) 

(3)  |./WJ-"-°- 
On  satisfera  à  l'équation  (i)  en  prenant 
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A,  iw,  «  étant  des  constantes  arbitraires.  On  aura  une  so- 
lution plus  générale,  en  supposant  A  :=  ij  [a] dmd« ,  et 
intégrant  par  rapport  à  a  et  m  entre  — so  et  +  <»  ,  ^(a) 
désignant  une  fonction  arbitraire.  On  aura  ainsi 


-i:/: 


rf(a)casamt  coim{x  —  a)dtnds. 


Celte  expression  se  réduit  à  2tt©(x)  pour  (  =  o.  Donc,  si 

Ton  prend  y  (a)  =  ■ 3  on  trouvera  F(.t)  pour  f  :=  o  ;  d'où 

1  on  voit  que  l'expression 

(4)      7  =  —    f"      T""  F(«)cos«m(cosm(.r-  a)(fwrf« 

ify 
satisfait  aux  équations  (i)  et  (2)  ;  maïs  elle  donne  ~  =  o 

pour  (=0,  et,  par  conséquent,  ne  satisfait  pas  à  la  condi- 
tion (3).  n  reste  donc  à  trouver  une  valeur  de  j-  qui  satis- 
fasse aux  équations  (i),  (3),  et  devienne  nulle  pour  t  =  o; 
en  l'ajoutant  à  celle  que  donne  l'équation  (3),  on  aura  une 
valeur  dey  qui  satisfera  à  toutes  les  conditions. 

On  remarquera  d'abord  que,  si  une  fonction jt'  satisfait  à 

l'équation   (1),  les  fonctions  —,    '---■,    ...    y   satisferont 

également,    ainsi    que  /    j-Jï,  lorsque  —  est    nul   pour 

t  =  o. 

Si  donc  on  intègre  par  rapport  à  (  l'expression  (4)  et 
qu'on  y  remplace  la  fonclionF(a)  par_/'(a),  on  aura  une 
solution  de  l'équation  (i)  qui,  difl'érentiée  par  rapport  à  t, 
se  réduira  k  f{x)  pour  i=o,  et  qui,  de  plus,  deviendra 
nulle  pour  (  ^^  o.  On  obtient  ainsi  l'expression 


Admdn, 
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qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  facilement.  La  valeur  de  y 

qui  satisfait  aux  équations  (i),  (a),  (iS},  et  qui  est  la  seule 
qui  puisse  y  satisfaire,  est  donc 

(        -^  ^  Il  /-/'"'  "—"»(-  -■■-¥"■"■ 

Cherctons  maintenant  si  ces  intégrales  doubles  sont  ré- 
ductibles, et  considérons  d'abord  la  première. 
On  peut  rcmplaoer  cosamtcosm[x  —  a)  par 


eos/«(^+ «(-«}  + cosm(:r_«ï-«) 

et  la  partie  que  nous  considérons  du  second  m 
l'équation  (5)  deviendra 

embre  de 

^J'^£j('f.«"H'*"~')-*'"-''i'-"- 

-„)]dmd^. 

ou 

Passons  à  la  seconde  partie,  et  remplaçons-y 

,ii,«™icoj»,(j.-a) 

par 

elle  deviendra  alors 


">'  sï  r.  f'M^'-^^^^^  -  ïii=<i=^ï-=^] . 


y  Google 


IWTÉGRWION    DES    ÉQUiTIONS    DIFFÉRENTIELLES.        33l 

Or  on  sait  que,  tjuelijue  valeur  qu'ail  p,  l'inlégrale 

est  égale  à  tt  lorsque  p  est  positif,  à  —  TT  lorsque  p  est  né- 
gatif. 

Doue  l'expression  (fi)  sera  nulle  toutes  les  fois  que 
x  +  at  —  a  et  x~—at  —  a.  seront  de  même  signe;  et  par 
conséquent  il  suffit  de  considérer  les  valeurs  de  a  qui 
donnent  à  ces  deux  quantités  des  signes  différents.  Ces 
valeurs  seront  déterminées  par  les  inégalités 

^  +  «(-«>o,     a:-cr-«<o, 

si  t  est  positif,  et  par 

3;  -1-  flî  —  a  <;  O,      X  —  at  ~  a,'^  O, 

si  t  est  négatif.  Les  premières  donnent 

l€s  dernières  donnent 

a  ]>  .B  +  et,      a  <;  .r  —  at. 

Il  suffira  donc  que  l'intégration  par  rapport  à  a.  soit  faite 
entre  les  limites  x  —  at,  x-\-  at. 

Si  i  ^  o,  x-\-at~-a.  sera  positif,  et  l'on  aura 


l'expression  (6)  se  réduira  alors  à 
(7)  ~  J"^''/(«)rf«. 
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Si  t  <^o,  X  -h  at  —  a  sera  négatif;  c 


£ 


sx:> 


et  l'expression  (6)  deviendra 

ce  qui  coïncide  avec  l'expression  (7),  qu'il  suffit  alors  de 

Désignons  if[x)dx  par  4''^)ï  l'expression   (7)   de- 
■vîendra 

et  la  formule  (5  )  se  réduit  à  la  suivante  : 

Elle  coïncide  alors  avec  celle  que  nous  avions  trouvée  pré- 
cédemment par  un  procédé  plus  simple.  Mais  nous  avons 
cru  qu'il  pouvait  être  bon  de  l'obtenir  par  cette  nouvelle 
voie,  non-seulement  pour  faire  une  application  de  la  mé- 
thode des  intégrales  déiinies,  mais  parce  que  la  réduction 
que  nous  avons  faîte  des  intégrales  doubles  offre  des  parti- 
cularités qu'on  rencontre  dans  d'autres  circonstances  moins 
simples,  où  elles  pourraient  arrêter  ceux  qui  ne  seraient 
pas  encore  habitués  à  ce  genre  d'analyse. 

238.   Soit  encore  l'équation 
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qui  exprime  le  mouvement  vibratoire  d'une  lame  élas- 

Ajoutons-y  les  de  us  condidons 

(2)  j'  =  F(-^)) 

(3)  s  = 


pour  (  ;=  o, 


la  question  sera  entièrement  déterminée,  et  ne  pourra  avoir 
qa'uue  seule  solution. 

On  essayera  d'abord  de  satisfaire  à  l'équation  (i)  par  une 
valeur  simple  de  la  forme 

r  =  cosB!(cosn[ai  — a), 
et  l'on  trouvera  qu'il  suffit  pour  cela  qu'on  ait 

on  aura  ainsi  la  valeur  particulière 

A,  71,  a  étant  des  constantes  arbitraires. 

Supposons  encore  A  =  (f  (a)  dec  d}i ,  et  intégrant  pai 
rapport  à  n  et  a,  entre  —  o^  et  -t-  oo  ,  on  aura  une  solu- 
tion plus  générale  de  l'équation  (i),  exprimée  par  la  for- 
mule 


'-u: 


^(œ)cosn'ïcoan(j;  —  a.)dnd(x. 


Si  l'on  fait  (  =^o,  elle  se  réduit  à  2  7r9(xj,  et,  par  c 
quent,  on  satisferait  à  la  condition  (2)  en  prenant 


Ainsi  l'expression 

(4)     y^-L^J^      J^     ¥(<.)cos,iHcoin{^~^)dnd^ 
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satisfait  aux  équations  (i)  et  (2),  et  donne  ■-—  =  o  pour 

ï  =  o.  Il  suffit  donc  de  trouver  une  nouvelle  valeur  de  y 
qui  satisfasse  aux  équations  (i),  (3)  et  se  réduise  à  zéro 
pour  t  ^  o  ;  en  l'ajoutant  à  celle  que  donne  l'équation  (4), 
on  aura  la  solution  cherchée.  Or,  si  l'on  intègre  par  rap- 
port à  f,  entre  les  limites  zéro  et  ï,  une  valeur  de  y  satis- 
faisant à  l'équation  (i),  et  telle  que  — -  =  o  pour  (  =^  o,  le 

résultat  y  satisfera  encore.  Si  donc  on  intègre  l'expres- 
sion (4)  par  rapport  à  t,  en  remplaçant  F  par  f,  on  aura 
une  solution  de  l'équation  (1)  qui,  diiïércntîéc  par  rap- 
port à  (,  deviendray(x)  pour  t  :^  o,  et  satisfera,  par  con- 
séquent, à  la  condition  (3).  De  plus,  cette  valeur  dcj"  de- 
viendra nulle  pour  t  =  o,  puisque  l'intégrale  est  prise  à 
partir  de  t=o\  donc,  en  l'ajoutant  à  celle  que  donne 
l'équation  {4}i  on  aura  la  solution  de  îa  question  proposée; 
on  obtient  ainsi 


(5) 


La  première  partie  de  cette  solution  peut  être  mise  sous 
une  forme  plus  simple  en  effectuant  l'intégration  par  rap- 
port à  n. 

En  eflet,  nous  avons  fait  connaître  la  formule 

j^%os.'coS2S.rfz=.y^^(cose'+sine'); 
posant  z  ■=n\jt^  ë  ^  - — —^    on  conclura  de  l'équation 
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précédeiiie 


£ 


■e  partie  de  la  valeur  de  y,  qui  donne  . 
été  de  la  question,  toutes  les  fois  que  1 

!  o  pour  t  =  o,  prend  ainsi  la  forme  suii 


La  première  partie  de  la  valeur  de  y,  qui  donne  la  solu- 
tion complète  de  la  question,  toutes  les  fois  que  l'on  doit 


'  \/2^  j-  = 


(cosS=+ sinê=)  F(,e  4- 2S  v'?)';e- 


239.  Nous  allons  encore  faire  connaître  l'intégrale  d'une 
équation  qui  se  présente  souvent  dans  les  problèmes  de 
Physique  mathématique  ;  mais  il  est  nécessaire,  auparavant, 
de  résoudre  une  question  auxiliaire  qui  consiste  à  ramener 
à  une  intégrale  simple  l'expression 

{a}    f      f      F(/cose  -l-CTsinScos|  +  resin9sin.].)sine<;B-/-|., 

F  désignant  une  fonction  entièrement  arbitraire,  /,  m,  n 
des  quantités  quelconques  indépendantes  de  9  et  i^,  ces  li- 
mites o,  JT  se  rapportant  à  l'angle  S  et  o,  2Tt  à  l'angle  i^. 
De  sorte  que  ces  deux  angles,  considérés  comme  coordon- 
nées polaires  relatives  à  des  axes  rectangulaires,  détermi- 
neraient successivement   toutes   les    directions   autour  de 
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l'origine.  Cela  posé,  soient 

d'où 

l'intégrale  deviendra 

Xlt      />27t 
I        F(^cosp)siiterf9(?v[i, 

p  désignant  l'angle  formé  par  les  deux  directions  détermi- 
nées par  les  angles  S,  ij*  cl  6',  <^'.  Or  siiiâ  dddi^  est  l'éléiuent 
de  la  surface  spliérique  décrite  de  l'origine  comme  centre 
avec  l'unité  pour  rayon;  et,  d'après  les  limites  des  inté- 
grales, on  doit  considérer  successivement  tous  les  éléments 
qui  composent  cette  surface  et  les  multiplier  par  la  fonc- 
tion F(Acosp)  qui  dépend  de  l'angle  que  forment  les 
rayons  vecteurs  relatifs  à  ces  divers  éléments,  avec  la  direc- 
tion fisc  correspondant  aux  angles  0',  ^  déterminés  par 
les  équations 


,nf  = 


^FZ 


Il  est  donc  bien  évident  que  l'intégrale  proposée  ne  dépend 
pas  de  la  direction  particulière  des  axes  ;  et,  pour  simplifier 
le  calcul,  nous  clioisircns  pour  axe  des  x  la  direction  fixe 
dont  il  vient  d'ûtre  question.  Nous  aurons  alors  p  =^  6,  et 
l'expression  (à)  devient 


fX" 


.n(j</0rff 
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En  intégrant  par  rapport  à  ({i,  on  obtient 
377  /     F(X-cos9)smerf9, 
expression  qui  devient,  en  faisant  cos9  ^  f^, 

an  f        F{;p)^(.     ou     2«r        F(fcv'Z'4-m'  +  «')</(x, 
de  sorte  que  l'on  a,  quelle  que  soil  la  fonction  F, 

il       i       F(/cose  +  wsinScos>J<  -•- n  sinesinit)sine<;ârf>> 

Telle  est  la  transformation  que  nous  nous  proposions  de 
faire  subir  à  l'expression  [a) . 

âiO.  Proposons -nous  maintenant  d'intégrer  l'équation 

d-u  _    Jd'a    ,    €l^u        d'u\ 
^''  df   ~"   \d'a:''^  dy'  ''"   rfz' /  ' 

Nous  aurons  une  intégrale  particulière  en  posant 

K,  S,  y,  J  étant  liés  par  l' équation 

Si  l'on  rctrancbe  les  deux  valeurs  de  m,  correspondant  au 
double  signe  de  a,  et  qu'on  multiplie  par  mi  coefficient 
arbitraire,  on  aura  encore  une  solution,  qui  pourra  se 
mettre  sous  la  forme  suivante  : 


■'/.: 


Calcul  inf.  D.  —  II. 


y  Google 


338  r-ivRË  IV. 

Si  maintenant  nous   transiormons  1  intcgi 


au  moyeu  de  la  formule  (c)  du  numéro  précédent,  cette 
valeur  de  u  prendra  la  forme  suivante,  M  étant  une  con- 
stante arbitraire  : 


\Bd9d-lf. 


Si  l'on  fait  la  somme  d'une  îniinilé  d'expressions  sembla- 
bles dans  lesquelles  les  constantes  ê,  y,  ^,  M  pourront 
prendre  toutes  les  valeurs  que  l'on  voudra,  on  aura  encore 
une  solution  de  l'équation  (i)  ;  mais  la  somme 

peut,  en  choisissant  convenablement  les  indéterminées 
M,  6,  7,  ^]  coïncider  avec  telle  fonction  qu'on  voudra  de 
œ  -\-at  cosô,  j  ~  at  sin9  costli,  s  -+-  et  sin0  sinili.  On  aura 
donc  une  solution  de  l'équation  (i)  en  prenant 

I      /^Tt   /'■2X  /  .T  -~  at  casa,  r-f--/*siïiOtosi,\ 

''  4'^Jo    A  ^     V^  +  «''si"esin4.  ; 

F  désignant  une  fonction  arbitraire  de  trois  variables,  et 
le  coefficient  -7—  étant  introduit  afin  que,  pour  (  :=  o,  on 

4.7r 

trouve 

|=F(.,...,. 

L'expression  (a)  donne  donc  une  solution  de  l'équation 
proposée,  telle  que,  pour  f  =  0,  elle  se  réduit  à  zéro,  tandis 


y  Google 


IMTÉGK.ATIOH    DES    ÉQUATT03SS    DIFFÉHENTIELLES .         33() 

que  sa  dérivée  par  rapport  à  t  devient  une  lonctioii  arbi- 
traire de  X,  Y:  ^■ 

Si  donc  nous  pouvions  trouver  une  autre  solution  de 
l'équation  (i)  telle,  que  pour  f  =^  o  elle  devînt  égale  à  une 
fouction  arbitraire  de  x,  j^  z,  tandis  que  sa  dérivée  par 
rapport  à  î  se  réduirait  à  zéro,  la  somme  de  ces  deux  solu- 
tions formerait  l'intégrale  générale  de  l'équation  propos<;e. 
Or  toute  expression  satisfaisant  à  l'équation  (i)  est  telle, 
que  sa  dérivée  par  rapport  à  t  y  satisfait  de  même  ;  prenant 
donc  une  expression  sembjable  au  second  membre  de  l'é- 
quation (a),  et  substituant  A  la  fonction  F  une  autre  fonc- 
tion arbitraire  f,  puis  différentiant  le  résultat  par  rapport 
à  /,  nous  aurons  cette  nouvelle  intégrale  de  l'équation  (i) 


;âXT 


SMd^fi 


sin^ 


Or  il  est  facile  de  vérifier  que  celte  expression  devient 
f  [x,  y,  s  )  quand  on  lait  1  =  0;  tandis  que  sa  dérivée  par 
rapport  /t  t  devient  nulle. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  [i)  est  donc 


ifl,    J-f.  «(SU 


J 


la  forme  la  plus  commode, 
puisque  les  ionctions  arnuraires  qu'elle  renferme  sont  pré- 
cisément celles  que  l'on  donne  dans  toutes  les  applications 


L'intégrale  est  donc  mise 
3  les  fonctions  arbil 
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aux  questions  de  mouvement.  Ce  sont  telles  qui  détermi- 
nent l'étal  initial  du  système,  c'est-à-^iire  celui  qui  corres- 
pond au  temps  (  égal  à  zéro.  C'est  à  Poisson  qu'on  doit  la 
formule  (3),  qui  est  d'une  très-grande  utilité  dans  la  Phy- 
sique mathématique. 

241 .   L'intégrale  que  nous  venons  de  trouver  conduit  à 
celle  de  l'équation  la  plus  générale 

d'il  d'u        ,    d'u  ,  d'u 

En  effet,  si  l'on  pose 

on  obtient 

^__rf^       d^       iPu 
de         dx''        dj'''        dz''^ 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  sera  donnée  p.ir  la 
formule  (3);   et,   si  l'on   remplace  ensuite  x',j'',  z'  par 

-,  --■,  -,  on  trouvera  facilement 


-u:r 

(sinSrferf^Fr''"^"""^ 

9,i,4 

^i^^rr' 

/  x~h  at  eus 
■sm3d6d^/i 

0,   j--h  ht: 

La  formule  (5)  donne  donc  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (4),  et  les  fonctions  arbitraires  qui  y  entrent  sont  don- 
nées, comme  dans  le  cas  précédent,  par  l'état  initial  du 
système. 
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CHAPITRE  XXII. 

ÉLIMINATION  DES  FONCTIONS  ARBITRAIRES. 


242.  Si  une  équation  à  trois  variables  x^  y,  z  renferme 
un  nombre  quelconque  m  do  fonctions  arbitraires  de  x 
seulement,  il  suffira  (le  la  différenlier  m,  fois  par  rapport 
àj",  en  considérant  ^  comme  constant;  on  aura  ainsi  m-\-\ 
équations  dans  lesquelles  entreront  les  m  fonctions  à  éli- 
miner, sans  qu'il  se  soit  introduit  aucune  quantité  qui  en 
dépende  :  on  pourra  donc  éliminer  toutes  ces  fonctions, 
et  l'on  aura  une  équation  aux  dilïërentièlles  partielles  du 
)n"""  ordre. 

S-iS.  Mais,  si  les  fonctions  arbitraires  renferment  x,  y 
et  z^  il  ne  suffira  plus  de  différeniier  par  rapport  à  une 
seule  variable  ;  et,  pour  que  l'élimination  puisse  se  faire,  il 
faut  de  plus  que  l'on  n'ait  que  des  fonctions  arbitraires  de 
fonctions  déterminées  de  X^y^  z. 

Supposons,  par  exemple,  l'équation 
(I)  F[.r,j,.,/(y)]^o, 

9  étant  une  fonction  connue  de  x,  j-,  a,  et^' désignant  une 
fonction  arbitraire. 

En  différentiant  l'équation  par  rapport  à  x  et  y  succes- 

,  dz  ilz 

sivement,  on  obtient,  en  posant  —  ^^  p^-j-^cj, 

d¥       dF  ^^  (^       'Jl    \  — 


"  df  df  \dj  ' 
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On  a  asiisi  trois  équations  renfermant  jf  et —■  Eu  les  éli- 
minant, on  aura  une  équation  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre. 

Si  I  équation  (i)  avait  été  résolue  par  rapport  kf,  on 
n'aurait  eu  à  éliminer  que  --  entre  les  deux  équations 
dérivées. 

244.  Si  l'équation  donnée  renfermait  deux  fonctions 
arLitrairesy(y),/i  (ij,)  de  fonctions  données  ç,  ff,,  les  deux 

différentiations   du  premier  ordre  introduiraient  j-,  -p» 

et  les  trois  équations  ne  suffiraient  pas  pour  l'élimination 
de  ces  deux  fonctions,  jointes  àfetf^. 

On  différentierS  alors  les  équations  du  premier  ordre 
par  rapport  àjc  etj  successivement,  etl'on  aura  trois  nou- 
velles équations ,  et  deux  fonctions  nouvelles  à  éliminer, 

éliminer;  ce  qui  ne  peut  encore  se  faire. 

En  différentiant  les  équations  du  second  ordre,  on  in- 
troduira   — -,  — ^,    et   l'on    obtiendra  quatre   nouvelles 

équations.  Entre  trois  de  ces  dernières  et  les  six  précé- 
dentes on  éliminera  les  deux  fonctions  f,  f,  et  leurs  déri- 
vées jusqu'au  troisième  ordre;  on  aura  ainsi  une  équation 
aux  diiïérentielles  partielles  du  troisième  ordre,  dans  la- 
quelle il  ne  restera  aucune  trace  des  fonctions  /  et/J ,  et 
qui  exprimera  un  caractère  commun  à  toutes  les  équa- 
tions qui  ne  diiï'éreraient  de  la  proposée  que  par  la  nature 
de  ces  fonctions. 

245.  En  général,  si  une  équation  à  trois  variables  ren- 
ferme n  fonctions  arbitraires  de  fonctions  déterminées  de 
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x,y,  2,  en  la  diJiëreDtiant  succès  s  n  ement  pai   i  apport 
h  X  etj  jusqu'à  l'ordre  m  iuclusi veinent,  on  obtiendra  un 

nombre  — — ^^^ — ^  d'équations,  et  (m+ 1)  n  fonctions 

à  éliminer.  Pour  que  cela  puisse  se  faire,  il  faudra,  en  gé- 
néral, que  l'on  ait 

L'ordre  de  l'équatiori  aqx  différenlielles  partielles  sera  donc 

On  agirait  d'une  manière  analogue  si  le  nombre  des  va- 
riables était  supérieur  à  trois, 

246.  Si  les  fonctions  f,  fu-  ■  ■  n'avaient  pas  renfermé 
x^  y^  z  d'une  manière  déterminée  par  les  fonctions  con- 
nues ç,  (j),, .  .  , ,  on  n'aurait  pu  les  éliminer. 

Si,  par  exemple,  une  équation  à  trois  variables  renfer- 
mait une  fonction  f  entièrement  arbitraire  de  x  et  y^  on 
introduirait,  pour  chaque  oi'dre  de  différentiation,  autant 
de  fonctions  à  éliminer  que  d'équations  :  l'élimination  serait 
donc  impossible. 

Mais  si  l' équation  proposée  renfermait  quatre  variables  x^ 
j,  z,  w,  en  la  différentiant  par  rapport  à  s  seulement,  on 
n'introduirait  aucune  nouvelle  fonction  ;  et,  par  conséquent, 
on  pourrait  éliminer  autant  de  fonctions  arbitraires  de  x 
et^  que  l'on  voudrait;  de  même  que,  en  partant  d'une  équa- 
tion en  X,  y,  z,  nous  avons  vu  qu'on  pouvait  éliminer  des 
fonctions  arbitraires  de  x. 
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CHAPITRE   XIIII. 

INTÉGBATION  GÉNÈBALE  DE  L'ÉQUATION  OU  LES 

DIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES  N'ENTRENT 

QU'AU  PREMIER  DEGRÉ  ET  AU  PREMIER  ORDRE. 


247.  Proposons-nous  de  trouver  l'intégrale  générale  d'une 
liqualioii  entre  des  variables  indépendantes  en  nombre 
quelconque,  une  fonction  de  ces  variables  et  ses  dérivées 
partielles,  qui  y  entrent  linéairement.  Considérons,  par 
exemple,  une  fonction  u  des  trois  variables  indépendantes 
■Vf  7",  z.  L'équation  donnée  sera  de  la  forme 

(,)  P^  +  Q^  +  Rf!  =  S, 

P,  Q,  R,  S  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  y,  z^  u. 
S'il  y  a  une  solution  de  cette  équation,  comme  nous  le 
savons  d'ailleurs,  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 
f{x,  y,  z,  m)  =  c,  en  exceptant  celles  qui  n'auraient  pas 
au  moins  une  constante  arbitraire  ;  et  l'on  peut  introduire 
la  fonction  ç  au  lieti  de  u,  ce  qui  donnera  à  l'équation  une 
forme  symétrique  qui  nous  sera  très-avautageuse.  On  aura, 
en  effet, 

//rf  df  'l'f 

du  itx        du  dy        du  dz 


et  l'équation  proposc( 
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Ainsi,  y=:c  représentant  une  solution  de  la  question,  la 
fonction  (f  des  quatre  variables  x,  j,  z,  u  doit  satisfaire 
à  celte  équation,  u  désignant  la  fonction  de  j;,  j',  z  que 
l'on  tirerait  de  l'équalion  ip^c.  Or  nous  avons  démon- 
tré (n"  161)  que,  si  l'on  représente  par  '^[x^y-,  z,  ")  :=  c' 
une  quelconque  des  trois  intégrales  des  équations  simul- 
tanées 

f  =  A,    :^  =  B,    J  =  C, 

dx  (te  az 

OÙ  A,  B,  C  représentent  des  fonctions  données  de  x,  j-, 
z,  M,  on  aura,  quels  que  soient  x,  y,  z,  u, 

-i  +A-^ -H  B -■-  +  €  — ^o; 
dx  dy  dz,  du 

donc  la  fonction  4'  serait  une  solution  de  l'équation  (2), 
où  X,  j,  s,  u  seraient  considérées  comme  indépendantes,  si 
l'on  prenait 

^^2,    ..|,    c  =  |. 

c'est-à-dire  si  ij;  était  le  premier  membre  d'une  des  inté- 
grales, résolues  par  rapport  aux  constantes,  du  système 
dy  _(i        dz  _R        dit  _   S 
rfJ"^P'      ^~P'      rtS"P' 

qu'on  peut  écrire  sous  la  forme  abrégée 

,31  ^  —  f^;  _  ^  _  <^'' 

'  P  ~  Q         R        's'* 

Ainsi  (Jj  (x,  y,  z,  u)  =^C  satisfait  à  l'équation  proposée  : 
car  si  l'on  en  lire  les  dérivées  partielles  de  u,  qui  seront 

d'^  (fiji  rfji 

du  d.i:        du  dy        du  dz 

dx  d-^        dy  d-ii        dz  d-^ 
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et  qu'on  Jes  porte  dans  (i),  on  aura  pour  résultat 

dx  dj  itz  du 

équation  qui  est  identique  en  œ,  j',  z,  u  ;  et,  par  conséquent, 
aussi  quand  on  mettra  pour  u  sa  valeur  en:f,jf,  z  tirée  de 
ifi  i^ij'i  3,  u)  =  C.  Cette  dernière  équation  doune  donc  une 
solution  de  (i). 

On  peut  même  remarquer  qu'îine  fonction  arbitraire 
F(iji)  delà  fonction  il/  satisferait  encore  à  l'équation  (2), 
puisque  sa  substitulioii  ne  ferait  qu'introduire  de  plus  le 

lacteur  — —  ■ 

Si  donc  on  représente  les  intégrales  des  équations  (3) 
par 

on  aura  des  solutions  de  l'équation  (2)  en  prenant  une 
fonction  arbitraire,  soit  de  '\',  soit  de  <]>,  ou  ij'î-  Mais  il  est 
facile  de  voir  qu'il  en  serait  encore  de  même  si  l'on  prenait 
une  fonction  arbitraire  des  trois,  F  (t{',  i{'ii  '{'s)- 

Car  la  substitution  d'une  pareille  fonction  au  lieu  de  cf 
dans  l'équation  (a)  donnerait  la  somme  des  résultats  que 
fourniraient  séparément  4*1  4*1 1  ^s'  pourvu  qu'on  mtdti- 

rfF    ,     ,        .,  ^F 

r  -n-  )  le  deuxième  par  -rr' 

rff  '^ .     rf-J-, 

par  —-■  On  aura  donc  une  solution  de  l'équation  (2)  ou 

de  la  proposée  en  posant  F  (4,  '\>i,  'j'^)  ^^  **5  '^^■>  ^^  l*^  ^^^ 
la  même  cKose, 

(4)  ^t.=/(^,4'0. 

F  et  y  représentant  des  fonctions  complètement  ai'bitraires. 
II  reste  à  démontrer  que  c'est  là  l'intégrale  générale;  ou, 
en  d'autres  termes,  qu'en  donnant  à  œ  une  valeur  particu- 
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Hère,  zéro  par  exemple,  on  peut  déterminer  la  fonction  /  du 
manière  que  u  soit  une  fonction  arbitraiic  àe  j  et  s . 

Soit  x{j,  z)  une  fonction  choisie  arbitrairement;  cher- 
chons si  l'on  peut  détenniner^de  manière  que  l'équation 

(5}       U<^,  j,^.  Il)  =/[</{% I^^^u),     ^,{o,r,^,u]] 

soit  satisfaite,  quels  que  soient  j-  et  z,  lorsqu'on  remplace  u 
parx(j',  z).  Pour  cela,  posons 

(6)       ^(0,f,z,  u]^v,     ^,,(0,  J,  3,  «)=z(f,      y'[y,i,)  =  u, 

et  introduisons  les  variables  indépendantes  v  eX.  w  an  lieu 
de  jy,  z;  l'équation  (5)  devra  avoir  lieu  quels  que  soient 
f  et  w,  quand  on  y  aura  fait  les  substitutions  fournies  par 
les  équations  f6),  qui  donnent  pour  u,j,  z  des  fonctions 
connues  de  c,  w.  Représentant  par  ci(i',  iv)  la  fonction 
connue  à  laquelle  se  réduit  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (5),  on  aura  alors  à  satisfaire,  quels  que  soient  cet  iv, 
à  l'équation 

ce  qui  détermine  la  forme  de  la  fonction  y. 

De  quelque  manière,  au  reste,  qu'on  élimine  u,y,  z, 
on  obtiendra  une  équation  qui  renfermera  la  fonction  J 
et  la  déterminera.  L'équation  (4)  ^st  donc  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  (i),  puisqu'elle  y  satisfait  et  que,  pour 
X  =  o,  elle  donne  pour  u  une  fonction  arbitraire  de  y  et  z. 
Il  est  même  à  remarquer  que  l'équation  (4)  satisfait,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  quatre  variables  x,j,  z,  u. 

Cette  méthode,  due  à  M.  Jacobi,  et  que  nous  avons  ex- 
posée sur  une  équation  entre  quatre  variables,  s'applique 
évidemment  quel  qu'en  soit  le  nombre,  et  il  serait  superflu 
de  rien  ajouter  à  cet  égard.  Il  ne  nous  reste  qu'à  en  faire 
quelques  applications. 
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Intégration  des  équations  aux  différeniielhs  partielles 
du  premier  ordre,  qui  représentent  des  surfaces  cylin- 
driques, des  surfaces  coniques,  des  conoïdes  et  des 
surfaces  de  révolution. 

248.  Nous  commencerons  par  rappeler  les  équations 
finies  et  les  équations  dîUërcntielles  de  ces  surfaces. 

Equations  finies  de  ces  surfaces.  —  Une  surface  cylin- 
drique est  celle  qu'engendre  une  droite  qui  se  meut  paral- 
lèlement à  une  direction  fixe,  en  s'appuyant  constanimcnt 
sur  une  ligne  donnée,  qui  est  nommée  directrice. 

Soient 

les  équations  de  la  directrice,  et 

celles  d'une  génératrice  quelconque,  «  et  è  étant  constants, 
et  a,  S  variant  d'une  généraLrîce  à  une  autre.  La  condition 
de  la  rencontre  de  cette  génératrice  et  de  la  directrice  s'ob- 
tiendra en  éliminant  j?,j',  3  entre  leurs  équations;  d'où,  ré- 
sultera une  équation 

,(=,.6)  =  ,. 

On  aura  donc  l'équation  du  lieu  des  génératrices  en  élimi- 
nant a,  ê  entre  cette  équation  et  celles  de  la  génératrice  ;  ce 
qui  donne,  pour  l'équation  générale  des  surfaces  cylindri- 
ques, œ  potivant  designer  une  fonction  quelconque, 

'f{.i:  —  az.,y  —  bz)  =  o, 

ou,  en  la  résolvant  par  rapport  à  .*:■  —  nz, 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  que,  quelle  que  soit  la  fonction /^ 
cette  équation  l'eprésente  une  surface  cylindrique. 
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249.  Une  surface  conique  est  celle  qu'engendre  une 
droite  qui  passe  par  un  point  fixe  et  s'appuie  sur  une 
ligne  donnée. 

Soient 

¥{x,r,z)^^o,    r,[.r,j,  î)  =  o 

les  équations  de  cette  directrice,  et  a,  S,  y  les  coordomices 
du  point  iixe-,  les  équations  d'une  génératrice  quelconque 
seront 

.r  — a  =  <î(j  — 7),     j  — S^6(î  — 7), 

«  et  è  variant  d'une  génératrice  à  l'autre.  Pour  que  la  di- 
rectrice soit  toujours  rencontrée  par  la  génératrice,  il  faut 
que  ces  quatre  équations  aient  lieu  en  même  temps;  d'où 
résulte,  en  éliminant  x,j;  z,  l'équation  de  condition 

L'équation  du  lieu  des  génératrices  s'obtiendra  en  éli- 
minant (x  et  è  entre  cette  équation  et  les  deux  précédentes, 
ce  qui  donne,  pour  l'équation  générale  des  surfaces  co- 
niques, 


^  —  7  \^  — 7/ 

et  l'on  vérifierait  encore  que,  quelle  que  soit  la  fonction/, 
cette  équation  représente  une  surface  conique. 

250.  Un  conoïde  est  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  se  meut  parallèlement  à  un  plan  fixe,  et  qui  rencontre 
constamment  une  droite  et  une  courbe  données.  Prenons 
la  droite  donnée  pour  axe  des  s,  et  le  plan  fixe  pour  plan 
des  X  et  ^,  et  soient 

F(«,j-,  e)  =  o,     F,(i.,j,0)=o 
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les  équations  de  la  courbe  donnée;  celles  de  la  gcniîrairice 
seront  de  la  forme 

.  =  «,      y=b^. 

Eliminant  x,  j-,  z  entre  ces  quatre  équations,  on  aura 
une  (iquation  entre  a  et  &,  qui  exprimera  la  dernière  condi- 
tion à  laquelle  la  génératrice  doit  satisfaire.  Soit  a^cf  (S) 
cette  équation,  on  aura  celle  de  la  surface  chercliée,  en 
éliminant  a  cl  b  entre  elle  et  les  équations  de  la  généra- 
trice. 

On  trouve  ainsi 


La  fonction  tj  est  arbitraire,  puisque  F,  F,  désignent  des 
fonctions  quelconques.  D'ailleurs  on  vérifie  facilement  que, 
quelle  que  soit  cette  fonction  ç,  l'équation  précédente  est 
celle  d'un  conoïde. 

231.  Une  surface  de  révolution  est  celle  qu'engendre 
une  ligne  quelconque  qui  tourne  autour  d'un  axe  fixe,  en 
conservant  avec  lui  la  même  position  relative  :  de  sorte  que, 
dans  ce  mouvement,  chaque  point  décrit  un  cercle  dont  le 
centre  est  sur  l'axe,  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à 
cet  axe. 

Prenons  l'origine  en  un  point  a,  ê,  y  de  l'axe,  et  soient 

F(.r,j,  .)--=o,      F,(^,j.-,^)  =  o 

les  équations  de  la  génératrice  dans  une  de  ses  positions  ; 
celles  de  l'axe  seront  de  la  forme 


Un  quelconque  des  cercles  de  la  surface  aura  pour  équa- 
tions 

(^  _  ^y  ^  {j  _  g)=  -I-  {^  -  .^y  ..-,  R^      z  +  a^+by  =  C. 
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Pour  qu'il  y  ait  un  point  commun  avec  la  courbe  généra- 
trice, il  faudra  que  R  et  C  satisfassent  à  l'équation  qu'on 
obtiendra  en  éliminant  x, y,  z  entre  les  quatre  équations 
de  ces  lignes.  Soit  cette  équation  de  condition 
ï(R=,  G)  =  o, 

on  aura  celle  du  lieu  des  cercles  ou  de  la  surface  de  révo- 
lution, en  éliminant  R  et  C  entre  cette  équation  et  celle 
d'un  quelconque  des  cercles  ;  on  trouve  ainsi 

¥[(■=  -  «)"  -!-  {r  -  S)'  +  (=  -  t)\  ^  +  «-^  +  by\  =  o, 

(,^  -  cy  +  (j  -  e}'+  (s  -  7?=/(s  +  ''-+  &j), 

équation  générale  des  surfaces  de  révolution. 

252.  Leurs  équations  aux  di^érentielles  partielles.  — 
Les  surfaces  cylindriques  jouissent  exclusivement  de  cette 
propriété,  qu'en  cliacun  de  leurs  points  le  plan  tangent  est 
parallèle  à  une  droite  fixe,  dont  la  direction  est  celle  des 
génératrices. 

Soient  x  =  az,  y=  bz  les  équations  qui  déterminent 
cette  direction,  et  z  =  Y{x^j)  l'équation  d'une  surface. 
Son  plan  tangent  ati  point  (x',  jf',  z')  aura  pour  équation 

Pour  qu'il  soit  parallèle  à  la  droite  donnée,  quel  que  soit 
le  point  de  contact,  il  faudra  qu'on  ait 

L'équation  générale  des  surfaces  cylindriques  est  donc 

253.  La  propriété  caractéristique  des  siiria^cs  couiqui's 
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est  que  leur  plan  tangent  en  un  point  quelconque  passe 
par  un  point  fixe.  Soient  «,  6,  y  les  coordonnées  de  ce 
point;  l'équation  générale  du  plan  tangent  à  une  surface 
étant 


Sj(— ''i  +  s.!/-/). 


le  plan  tangent  passera  constamment  par  le  point  fixe,  si 
l'on  a,  pour  tous  les  points  de  la  surface, 

l'équation  générale  des  surfaces  coniques  est  donc 

234.  Le  plan  langent  à  un  conoido  devant  contenir  la 
génératrice  menée  au  point  de  contact  coupera  l'axe  des  z 
en  un  point  dont  le  z  sera  égal  à  celui  du  point  de  contact, 
si  l'on  suppose  les  axes  choisis  comme  précédemment. 
L'équation  du  plan  tangent 

devra  donc  être  satisfaite  par  x:^o,  y=:o,  z^  z'  \  ce  qui 
donne,  pour  tout  point  de  la  surface, 


L'équation  générale  de  tous  les  conoïdcs,  quelle  que  soit 
la  courbe  directrice,  est  donc 

2bS.  Les  surfaces  de  révolution  ont  pour  propriété  ca- 
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ractéristîque,  que  la  normale  menée  on  un  quelconque  de 
leurs  points  rencontre  leur  axe. 
Soient 


les  équations  de  ['axe.  Une  normale  à  une  surface  quel- 
conque a  pour  équations 


pour  qu'elle  rencontre  l'axe,  îl  faudra  que  l'on  ait  la  con- 


En  réduisant  cette  équation,  et  supprimant  les  accents, 
>n  aura  l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution,  qui 


(^_Sz-e)j--^(«_„-.)-  =  s(^-.)-»(j-6). 

On  aurait  pu  déduire  ces  diverses  équations  différen- 
tielles des  équations  en  quantités  finies,  en  éliminant  la 
fonction  arbitraire. 

Nous  allons  voir  réciproquement  comment  on  peut  re- 
passer des  équations  différentielles  aux  équations  en  quan- 
tités finies. 

256:  Intégration  des  équations  de  ces  suifaces.  Surfaces 

cylindriques.  —  L'équation  différentielle  des  surfaces  cy- 

,.     1   •  dz  dz 

Imclnques  est,  en  posant  —  =^  p,  —  =  q. 

D'après  la  théorie  des   équations  aux  différentielles  par- 

Calcil  inf.  D.  -  II,  3.3 


y  Google 


354  LIVRE    IV. 

tielkîs  du  premier  ordre,  on  posera  les  deu 


dont  les  intégrales  sont  x  —  az  ^=:  C,  j  —  li z  =^  C^ 
il  résulte  que  l'intégrale  de  l'équation  proposée  est 


F  désignant  une  fonction  arbitraire,  qui  se  délermiuera 
par  une  condition  particulière.  Supposons  d'abord  que  la 
surface  cylindrique  soit  assujettie  à  passer  par  une  courbe 
donnée,  ayant  pour  équations 

pour  qu'il  soit  plus  facile  de  déterminer  la  forme  de  la 
fonction  F,  nous  représenterons  par  une  seule  lettre  la 
quantité  qui  s'y  trouve  soumise.  Soit  donc 

nous  remplacerons  partout  j-  par  bs  -{-u  :  réquation  de  la 
surface  deviendra 

et  celles  de  la  courbe  se  changeront  en 

et  il  iaudra  que  ces  trois  équations  soient  satisfaites  par 
une  infinité  de  valeurs  de  x,  z,  m.  Si  donc  on  élimine  x 
et  z  entre  elles,  l'équation  en  u  devra  être  satisfaite,  quel 


que 


soit  z,  ou,  en  d'autres  termes,   elle  devra  être  iden- 


tique. On  en  déduira  donc  la  forme  de  la  fonction  F,  en 
tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  F(u),  L'équation  de 


y  Google 


IWTÉGFxiTÏON    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉHENTIF.LLES.        330 

la  surface 

sera  donc  entièrement  déterminée. 

On  peut,  du  reste,  se  dispenser  de  résoudre,  par  rapport 
à  F,  l'équation  résultant  de  l'élimination;  car  soit 

cette  équation;  en  y  remplaçant  i(  par  j' ^ — bz  et  F(i() 
par  X —  az,  on  aura,  pour  l'éqnation  de  la  surface  pro- 
posée, 

Si  la  surface  cylindrique  était  assujettie  à  être  circon- 
.scrite  à  une  surface  donnée,  on  commencerait  par  déter- 
miner les  points  de  cette  surface  pour  lesquels  le  plan 
tangent  est  parallèle  à  la  direction  donnée  des  généra- 
trices; et  il  suffira,  pour  cela,  d'exprimer  qu'ils  satisfont 
à  l'équation  différentielle  de  la  surface  cylindrique.  Cette 
ligne  étant  déterminée,  le  problème  rentre  dans  le  précé- 
dent. 

257.   Surfaces  coniques.  —  Leur  équation  différentielle 

[x—oc)p-+-[j  —%)q=Z--i. 

On  intégrera  d'abord  les  équations 


ce  qui  conduit  à 

et  l'intégrale  de  l'équation  proposée 

s  _  ^  \z—; 

/"désignant  une  fonction  arbitraire. 
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Supposons,  pour  la  déterminer,  que  la  surface  soil  assu- 
jettie à  passer  par  une  courbe  dont  les  équations  données 
soient 

011  posera 


les  équations  de  la  surface  et  de  la  ligne  donnée  devien- 
dront 

Ces  trois'  équations  devant  avoir  une  infinité  de  solu- 
tions communes,  si  l'on  élimine  x  et  z,  l'équation  finale 
en  u  devra  être  identique,  et  la  valeur  que  l'on  en  tirera 
pour_/"(ù)  déterminera  la  forme  de  la  fonction  arbitraire. 

Si  la  surface  conique  était  assujettie  à  être  circonscrite  à 
une  surface  donnée,  on  chercherait  d'abord  le  lieu  des 
points  de  cette  surface  qui  satisfont  à  l'équation  différen- 
tielle de  la  surface  conique  :  le  problème  rentrerait  alors 
dans  celui  que  nous  venons  de  résoudre. 

238.   Conoïdes.  —  L'équation  générale  des  conoïdcs  est 


Les  équations  simultanées  qu'il  faut  intégrer 
dx        dy  d.r.        dz 


On  en  tirez  =  (T,  jf: 

traires.  L'intégrale  s 


•■  bx,  aetb  étant  les  constantes  arbi- 
Licrale  sera  donc 


(f  désignant  une  fonction  arbilrairt 
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Si  l'on  vi^ut  déterminer  celte  fonction  par  la  condition 
que  la  surface  contienne  une  courbe  ayant  pour  équa- 
tions 

r;.^,j,z)  =  o,    F,{^,j,j)==o. 

on  posera  -^=j[,  et  l'on  remplacera  j-  par   ux  dans  les 

trois  équations  qui  devront  admettre  une  infinité  de  solu- 
tions communes. 
On  aura  ainsi 

Si  l'on  élimine  x  et  z,  l'équation  identique  en  "  qui  en 
résultera  fera  connaître  la  forme  de  la  fonction  cherchée 

On  agirait  comme  dans  les  deux  cas  précédents,  si  le  co- 

noïde  devait  être  circonscrit  à  une  surface  donnée. 

259.  Surfaces  de  révoludon.  —  L'équation  dilïeren- 
lielle  de  ces  surfaces  est,  en  prenant  l'origine  en  un  point 
de  l'axe, 

[y  -~  bz)p  --  [^  —  az)q  =  b.->:  ^  ay. 

11  faudra  d'abord  intégrer  les  équations  simultanées 


(  bs!  —  ay)tlx  :^  {y  —  ôz'jJz, 
-[bx~ay)dy  =  {x~az)dz. 

Si  l'on  multiplie  la  première  par  a,  la  seconde  par  h,  et 
qu'on  les  retranche,  on  trouve,  en  divisant  par  hx  —  aj^ 

ndx  ■+  hdy  =  —  dz, 

d'où 
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Si  maintenaiit  on  multiplie  la  première  par  x,  la  snconde 
par^,  et  qu'on  les  retranche,  on  trouvera 

X  dx  -I-  f  dj  -+-  zdz--:  o, 
d'où 

l'intégrale  de  l'équation  proposée  est  donc 

Déterminons  la  fonction  arbitraire  par  la  condition  que 
la  surface  contienne  la  courbe  ayant  pour  éqiiations 

r(.r,j,,)=o,     t\{,,j,z)  =  o: 

pour  cela,  nous  poserons  encore 

et  nous  éliminerons,  comme  dans  les  questions  précédentes, 
X,  j',  z  entre  cette  équalion,  celle  de  la  surface  et  celles 
de  la  courbe  donnée  ;  l'équation  lînale  en  m  devra  èlre 
identique,  et  déterminera  ainsi  la  fonction ^(«). 

On  agirait  comme  dans  les  cas  précédents,  si  l'on  deman- 
dait que  la  surface  de  révolution  fit  circonscrite  à  une  sur- 
face données 
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CHAtlïRE  XXIV. 

CALCUL  DES  VARIATIONS. 


260.  Le  calcul  des  variations  a  été  connu  par  Lagraiige 
pour  la  résolution  d'une  nouvelle  espèce  de  questions  sur 

Dans  les  questions  ordinaires,  on  donne  la  forme  d'une 
expression  qui  renferme  une  ou  plusieurs  quantités  incon- 
nues, et  l'on  cherclie  les  valeurs  maxima  de  cette  expres- 
sion, ainsi  que  les  valeurs  partieulières  des  inconnues  qui 
y  correspondent. 

Dans  ces  nouvelles  questions,  on  donne  l'expression 
d'une  différentielle  qui  renferm.e  des  fonctions  inconnues 
de  X,  ainsi  que  leurs  dérivées  d'un  ordre  quelconque  par 
rapport  à  x,  et  l'on  se  propose  de  déterminer  ces  fonctions 
de  telle  sorte  que  l'intégrale,  prise  entre  certaines  limites, 
ait  une  valeur  maximum  ou  minimum. 

Ainsi  la  différence  que  l'on  aperçoit  d'abord  entre  ces 
questions  et  les  autres  questions  de  maxinia  ou  minima 
consiste  en  ce  que  les  inconnues  ne  sont  pas  des  valeurs  dé- 
terminées, mais  des  fonctions  de  la  variable  par  rapport  ' 
laquelle  l'intégration  doit  être  effectuée. 

261 .  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  sortes  de 
questions  est  la  même  que  pour  les  autres.  On  suppose  que 
l'on  connaisse  les  fonctions  cliercliées;  on  les  fait  varier 
infiniment  peu,  en  satisfaisant  à  toutes  les  conditions  ;  et 
l'on  exprime  que,  dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  l'intégrale' 
diminue,  si  elle  doit  être  maximum,  ou  qu'elle  augmente, 
si  elle  doit  être  r 
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Il  faut  donc  commencer  par  donuar  les  règles  générales 
au  m.oyen  desquelles  on  peut  déterminer  l'accroissement 
iiiilniment  petit  des  intégrales,  et  d'abord  des  quantités  qui 
peuvent  entrer  sous  le  signe  de  l'intégration  ;  maïs,  avant 
de  nous  en  occuper,  nous  allons  éclaircir  ce  qui  précède 
par  la  considération  d'une  question  particulière. 

262.  Etant  donnés  deux  points  Jîxes  et  une  droite 
située  dans  le  même  plan,  truelle  est  la  courbe  passant  par 
ces  deux  points  tjui,  tournant  autour  de  la  droite  fixe,  en- 
Si  l'on  prend  cette  droite  pour  axe  des  x,  qu'on  partage 
en  une  infinité  de  parties  la  distance  des  projections 'des 
deux  points,  et  que  par  les  points  de  division  on  mène  des 
plans  perpendiculaires  à  l'axe,  la  surface  engendrée  sera 
décomposée  en  une  infinité  d'éléments,  ayant  pour  ex- 
pression générale  2Ttyds,  et  correspondant  à  toutes  les  va- 
leurs de  X  comprises  entre  les  limites  données  Xt^Xi.  Il 

faudra  donc  que  l'intégrale  |  jds  augmente  en  passant 
de  la  courbe  cbcrchée  à  toute  autre  voisine.  Et  dans  l'inté- 
grale I      y' (Is'i  qui  se  rapporte  à  une  quelconque  d'entre 

elles, les  éléments y'rfs'  peuvent  se  rapporter  à  des  points 
de  division  de  l'axe  qui  ne  soient  pas  les  mêmes  que  pour 
la  première;  il  sufKt  que  les  limites  soient  les  mêmes.  De 
sorte  que,  si  l'on  voulait  comparer  les  deux  intégrales  élé- 
ment par  élément,  il  suffirait  d'en  mettre  le  infime  nombre 
de  part  et  d'autre,  et  l'on  pourrait  établir  telle  loi  que  l'on 
voudrait  entre  les  abscisses  de  deux  éléments  correspon- 
dants ;  mais  il  sera  avantageux  de  les  supposer  infiniment 
peu  différentes  l'une  de  l'autre. 

Les  limites  Xi,  x^  pourraient  être  inconnues,  maïs  assu- 
jetties à  certaines  conditions.  On  pourrait,  par  exemple,  de- 
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mander  quelle  est  la  courbe  qui,  ayant  ses  extrémités  sur 
deux  courbes  données,  et  tournant  autour  d  une  droite  si- 
tuée dans  le  même  plan,  engendre  une  surface  minimum. 
Dans  ce  cas,  on  reconnaîtrait 'qu'on  a  trouvé  la  courbe  qui 

résout  la  question  à  ce  que-l'intégrale  I  j-tZs  augmen- 
terait quand  on  considérerait  toute  autre  courbe  ayant  ses 
points  infiniment  voisins  de  la  première,  et  ses  deux  extré- 
mités sur  les  courbes  données,  à  une  distance  infiniment 
petite  des  extrémités  de  la  première. 

Si  l'on  veut  comparer  deux  à  deux  les  éléments  des  deux 
intégrales  depuis-  le  premier  jusqu'au  dernier,  on  ne  pour- 
rait, dans  ce  cas,  les  supposer  correspondant  à  la  même 
abscisse,  puisque  les  abscisses  des  extrémités  sont  nécessai- 
rement différentes.  11  est  donc  quelquefois  nécessaire  et 
toujours  permis  de  considérer  les  deux  intégrales  que  l'on 
veut  comparer  comme  décomposées  en  un  même  nombre 
d'éléments  correspondant  à  des  valeurs  de  x  iniinimenl  peu 
diflerentes,  et  liées  l'une  à  l'atitre  par  une  loi  arbitraire. 

Des  ■variations. 

263.  Lorsque  l'on  considère  un  élément  quelconque 
d'une  intégrale,  et  que  l'on  passe  à  son  correspondant,  les 
accroissements  que  subissent  les  quantités  dont  il  dépend 
sont  nommés  les  variations  de  ces  quantités.  On  conserve 
le  nom  de  différentielles  aux  accroissements  que  subissent 
ces  mêmes  quantités  en  restant  toujours  dans  le  système  qui 
se  rapporte  à  la  même  intégrale.  On  dislingue  les  varia- 
tions des  différentielles  par  la  caractéristique  S  que  l'on 
substitue  à  la  caractéristique  d,  et  on  les  suppose  toujours 
infiniment  petites. 

Ainsi  soit  jf  une  des  fonctions  inconnues  de  x  qui  en- 
trent dans  l'expression  sous  le  signe  /;  ây  sera  l'accrois- 
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seuienl  que  prend  cette  fonclion  quand  on  passe  d'un  élé- 
ment de  la  première  intégrale  à  son  correspondant  dans  la 
seconde.  En  considérant  y  comme  étant  l'ordonnée  d'une 
courbe,  _^-f-  ij  sera  l'ordonnée  de  la  courbe  après  sa  va- 
riation, et  elle  correspondra  à  la  même  abscisse  quey  dans 
la  première,  dans  le  cas  où  les  points  correspondants  se 
rapporteront  à  la  même  valeur  de  x\,  au  contraire  jj^-l-oj^ 
sera  l'ordonnée  correspondant  à  l'abscisse  ^  H- dx,  si  ^x 
est  la  fonction  infiniment  petite  de  x,  et  continue  comme 
&)-,  qui  exprime  la  diiFérence  des  abscisses  des  points  que 
l'on  fait  se  correspondre  dans  les  deux  intégrales.  Dans  ce 
dernier  cas,  il  est  peut-être  plus  commode  de  regarder  x  et 
^,  ainsi  que  Sx,  ^y,  comme  des  fonctions  d'une  même  va- 
riable arbitraire  (  qui  n'entre  même  nullement  dans  l'ex- 
pression donnée,  et  alors  la  fonction  sous  le  signe  /  renfer- 
mera les  différeiilielles  dx^  d^x,-  ■ .,  aussi  bien  que  (//, 
d*j',...,  rapportées  toutes  à  une  môme  variable  qui  n'a  pas 
même  besoin  d'être  désignée. 

Lorsque  l'on  connaît  les  variations  de  toutes  les  quantités 
qui  entrent  dans  une  fonction,  la  variation  de  cette  fonc- 
tion se  détermine  par  les  règles  ordinaires  du  Calcul  diffé- 
rentiel, qui  font  connaître  l' accroissement  infiniment  petit 
d'une  fonction,  d'après  les  accroissements  de  toutes  les  va- 
riables qu'elle  renferme.  Ainsi  l'on  aura  généralement 


(1}       âF(«,.,.,.,...)_. 


26i.  Transposition  des  caractéristiques  rf  ef  â.  —  Il  est 
important  de  remarquer  que  dans  tous  les  cas  on  peut  inter- 
vertir l'ordre  des  opérations  quand  on  prend  la  différen- 
tielle et  la  variation  d'une  fonction  quelconque  v.  En  effet, 
soit  V  -hèv  ce  que  devient  la  fonction  c  en  passant  du  pre- 
mier système  au  second.  Si  l'on  cbange  t  en  f  -[-  rft,  la  dif- 
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férentielle  n"""  de  la  fonction  dans  le  second  système;  sera 
d"v-i-d"Sv.  Donc  la  différentielle  d"y  de  la  fonetion  dans 
!e  premier  système  a  pour  variation  d"  Sf,  on  a  donc 

(a)  Sd''''^-d"S-'. 

Par  là  les  variations  de  toutes  les  différentielles  d'une 
-  fonction  sont  déterminées  par  la  variation  de  la  fonction 
elle-même,  et  il  en  résulte  qu'on  peut  exprimer  la  varia- 
tion d'une  fonction  quelconque  de x,j,z^...  et  de  leurs 
différentielles  au  moyen  des  variations  de  ces  quantités 
x,y,  z  et  des  différentielles  de  ces  variations.  Il  suffira 
de  faire  usage  de  la  formule  (i),  dans  laquelle  m,  !■,  (v, .  -  . 
seront  remplacés  parx,  /,  s, ...,  dx,  dj,  ds^...,d^x,  d^j, 
d*z,.... 

Ainsi,  en  représentant  par  A,  B,  C, . . . ,  Ai,B,,  G,,. . ., 
A5,  Bî,  Cj,.  .  .  les  dérivées  partielles  par,  rapport  à  ces 
quantités  ^, .  .  . ,  dx. .  .  . ,  d^x-, .  .  .  d'une  fonction 

^l'ï^i  /.  2, .  .  . ,  d.v,  dy,  dz,.  .  .,  rf'a^,  d'y,.  .  ,\ 
on  aura 

(   SY  =  Kèx  +  Btfj  -(-  C3î  -I-  -  .  .  -h  Ai^5.r  -l-  ^,dày  -\-  C,dSz  A- .  . 
\  +&.>d''Sx-t-B,d'5y-\-..  .. 

265.  Mais  il  arrive  souvent  que  les  différentielles  sont 
toutes  prises  par  rapport  à  une  variable  particulière  qui 
entre  dans  la  question  ;  alors  les  expressions  que  l'on  a  à 
considérer  ne  renferment  que  les  dérivées  de  toutes  les 
autres  par  rapport  à  celle-là,  et  l'on  a  besoin  de  calculer 
les  variations  de  ces  dérivées.  On  pourrait  bien  les  déduire 
de  la  variation  des  différentielles,  en  exprimant  d'abord 
ces  dérivées  en  différentielles  prises  par  rapport  à  une 
variable  indépendante  quelconque;  mais  îl  vaut  mieux 
traiter  la  question  directement. 

Soit  j-  une  fonction  de  x,  que  nous  pouvoiis  nous  rcpré- 
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seiiter  [fig.  6)  coiiiiiie  l'ordonnée  d'nne  courbe  dont  x 
serait  l'abscisse.  Représentons  par  T  et  X  ce  que  devien- 
nent y  et  x;  la  différence  — —  —  ~~  sera  la  variation 

.d'y  *  d'^Y  .1     >      ■      1     n  ■  1 

de  -1-^5  ou  0-7^'  et  il  s  agit  de  1  exprimer  au  moyen  des 

variations  de  x  et  y  et  des  dérivées  de  ces  variations.  Il  y  a 
deux  cas  à  examiner,  suivant  que  X  est  identique  avec  x, 
ou  qu'il  en  diffère. 

l"  Supposons  que  X  ne  diffère  pas  de  x,  ou  que  l'on 
ait  (îx  =  o,  c'est-à-dire  que  nous  regardions  comme  cor- 
respondanls  sur  deux  courbes  infiniment  voisines  lés 
points  M,  N,  qui  répondent  à  une  même  abscisse  quel- 
conque AP;  MN  sera  Sj,  et,  en  diflërentiant  par  rapport 
à  X  les  deux  membres  de  l'équation  Y  =  j  -h  dy,  on  ob- 
tiendra 

d'-Y  _  d^j     d"Sr_ 

dx"         dx"  d^"  ' 

d'où  résulte 

d-y       d"fy 

3°  Supposons  maintenant  que  les  points  correspondants 
M  et  N  {Jîg-  7)  aient  des  abscisses  différentes  AP,  AQ; 
on  aura 

A.V—-.r,     ]MP=j,     AQ=:X,      NQ  =  Y,      PQ=^^^,     NK  =  Sj, 

et,  lorsque  x  croîtra  par  degrés  égaux,  X  ne  croîtra  pas  de 
la  même  manière ,  puisque  X  =  x  H-  Sx,  et  que  èx  est 
une  fonction,  soit  de  x,  soit  d'une  variable  indépen- 
dante, arbitrairement  cboisie.  Ainsi  différentier  par 
rapport  à  ^  ou  à  X  ne  sera  pas  la  même  opération,  et 
l'équation 

T  ^  j  -1-  Jj 
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^  conduirait  pas,  coniDie  dans  le  cas  précédent,  à 


"  rfX"        lin'  ' 

Désignons  par  u  l'ordonnée  M'P  de  la  courbe  variée, 
pour  la  même  abscisse  x  que  \y  de  la  première  courbe, 
qui  est  MP,  et  par  w  la  différence  M' M,  qui  serait  ^j  si 
l'on  supposait  "^x  —  o.  On  aura  alors  u=^ii>-\-y\  et,  on 
observant  qu'on  peut  considérer  N  met  M'M  comme  égaux, 

ctquemK=g5x,onaura 

Différeutiant  n  l'ois  l'équation 

on  obtiendra 

d<'u  _rf"w        d^y 
dx"         dx"         dx" 

Mais,  les  points  M'  et  N  appartenant  à  la  même  courbe, 
les  dérivées  n"""'  des  ordonnées  de  ces  deux  points  par 
rapport  à  leurs  abscisses  respectives  :c  et  X  ne  sont  autre 
chose  que  des  valeurs  d'une  même  fonction  dans  laquelle 
on  met  successivement  pour  la  variable  les  deux  valeurs 
différentes  AP,  AQ,  ou  a:  et  x  -t-  S'x  ;  d'où  résulte,  d'après 
les  règles  du  Calcul  diflérenliel, 

''"'^  _  11"       '^"^"  "  » 
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eî,  d'après  l'equation  précédente, 

dW  ~"  dx"         d.if'         daf'-^' 


-  ne  diffère  de  - 


■^,  1^^ 


d'une  quantité  infiniment  petite,  cette  équation  donnera, 
d'S."  d.x"  dx" 


pour  la  différence  -^zr—  — — ~  >  ou  è  ^V-  i  la   valei 

^  dx"  iLr"  d.x" 


qu(!  nous  regarderons  comme  renfermant  la  première 
dr 

Les  formules  (5)  et  (4)  coïncideront  lorstjue  l'on  suppo- 

266.  Transposition    des   caractéristiques  S    et    \  .    ^ 
Considérons   maintenant    l'intégrale  |       U,  ,U  désignant 

une  expression  différentielle,  et  les  limites  Xi,  x^  étant 
constantes  ou  variables.  On  peut  la  décomposer  en  une 
infinité  d'éléments,  dont  le  premier  correspond  à  Xi  et  le 
dernier  à  x^  diminué  de  la  dernière  différentielle  de  x. 
Elle  sera  donc  la  limite  d'une  somme  telle  que 

U, -hU.  +  U5  +  ..,  +  U„,. 

Considérons  maintenant  l'intégrale  iufiuiment  voisine 
dans  laquelle  elle  se  change  par  la  variation  des  quan- 
tités dont  elle  dépend,  et  soit  U'  ce  que  devient  U  en  gé- 
néral  dans  ce  changement,  de  sorte  que  U' —  U  ^:=  JU. 
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Les  limites  de  cette  nouvelle  intégrale  seront  Xi -H  ^Xj 
et  x^-i-âXi,  et  elle  pourra  être  regardée  comme  la  li- 
mite de 

u; -f-'u', -1-  tj'j-h. .  .  +  u'«, 


i  nouveauii  éléments  correspondant  à  chacun  des 

ers. 

L'accroissement  de  l'intégrale  est  donc  la  limite  de 


a  de 


>à-dire  /      i 


Ainsi,  soit  qu'on  suppose  les  limites  x„  x^  constantes, 
soit  qu'on  les  suppose  variables,  on  a 

(6)  S  j"''v=    f    'sU; 

de  sorte  que,  pour  connaître  la  variation  d'une  intégrale 
définie,  il  suffit  de  calculer  celle  de  la  diJl'érentielle,  et  de 
l'intégrer  entre  les  mêmes  limites. 

267.   Expression  de  ta  variation  d'une  intégrale  do- 
finie.  —  Considérons  une  intégrale  de  la  forme 


£'"•"• 


V^F[./-,/,j',,r",.-.,  /I"l]; 

Y  désigne  une  fonction  ineonnne  de  a:,  et  j)-',  j^",...,  j'"' 
sont  ses  dérivées  successives  par  rapport  à  x.  Nous  nous 
bornons  à  considérer  une  seule  fonction  j",  parce  que,  s'il 
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yen  avait  plusieurs  autres,  il  suffirait  de  reproduire  pour 
chacune  ce  que  nous  allons  faire  pourj^.  Nous  exauiiuerons 
deux  cas  distincts  :  celui  où  x,,  x^  ont  des  valeurs  fixes 
données,  et  celui  où  ces  limites  peuvent  varier  d  après  cer- 
taines conditions  données. 

i"  Supposons  d'abord  X,  et  x^  constants;  nous  pour- 
rons alors  faire  Jx  =  o  et  employer  la  formide  (4)  qui 
donne  pour  une  dérivée  quelconque  ^l"' 


Cela  posé,  si  l'on  observe  que  la  variation  de  j?,  ou  Sxy 
est  nulle,  et  que,  par  conséquent,  celle  de  dx,  ou  rfîx, 
l'est  aussi,  d'où  il  suit  que  §{ydx)  =  S\'dx,  la  for- 
mule (6)  donnera 


f''      ^r^^'^'^^ij^ 


è\dx. 


Calculons  maintenant  <ÎV  : 

Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  l'accroissement  de 
V  sera  donné  par  les  règles  ordinaires  du  Calcul  dillé- 
renticl,  au  moyen  des  accroissements  des  quantités  qui  ont 


varié   dans  V,  c'est-à-dire  de  j,  j', . 

■  ■ ,  j'"'  ■   On 

aura 

donc 

d\  ^        dV  ,  ,       dV  , 

-1^- 

que  nous  écrirons,  pour  plus  de  commodité,  de  la  manière 
suivante  ; 

^V  =  M5j  -h  N5/  -i-PSy"  -h  (iSy"-h.  ■  ■  -I-  VSfCK 

L'équation  (j)  deviendra  ainsi,  en  exprimant  ô'j-' ,  .  .  .  , 
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âyl")  au  moyen  de  la  formule  (4) 


/      'Vd.7:=  I       '^M^J  +  N^ 


„  'i-'^A 


Nous  avons,  sous  le  signe    1  ,  la  fonction  indéterminée  dj 

et  ses  dérivées  par  rapport  à  x;  ces  dernières  sont  déter- 
minées par  fy,  et  il  est  nécessaire  de  les  faire  disparaître 
de  l'intégrale  en  les  ramenant  à  èj  seul,  qui  est  entière- 
ment arbitraire.  Or  c'est  ce  que  l'on  fera  facilement  au 
moyen,  de  l'intégration  par  parties. 

En  effet',  si  l'on  désigne  par  u  et  f  deux  fonctions  de  x, 
on  établit  facilement,  par  une  suite  d'intégrations  par  par- 
lies,  la  formule  suivante,  <jui  est  souvent  utile  dans  l'Ana- 
lyse : 

(  r   d^v                 d"-'^       dud"-U.        d''!id-'-'<' 

1  J      dx"                dx"~'        dx  d.i:"~'        dx''  dx"~-'' 

I  d'ad"   'v  d"   'u    _^  I  d"ri 

\  dx^  dx"-''       '       *"  dx"-~'          J    dx" 

En  faisant  usage  de  cette  formule,  on  obtiendra  les  équa- 
tions suivantes  : 

C    d'Sr   ,         „dSr       dV  ,  f,    rf'P  ^ 

J  p  d^  =  V~-  —  -^Sf-i-    Idy  d:t, 

J         ax'  dx         dx  J         dx' 

/d'Sr  d'Sr       dQdSr       d'Q  ^  /",    dH) 

^    d.i:^  dx^  dx   dx  dx^    ■'       J    ■'     dj^' 


/" 


-^Sx  .       dV  d—'dy    _    d'V  d"-'Sj 
c"-'  dr     dx"-'  dx'     dx"-'' 


-f'r^^- 
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dx 

les  dérivées  totales  de  N,  P, . .  ■ ,  considérées  comme  fonc- 
tions de  JT,  et  dans  lesquelles  on  regarde  y  comme  dépen- 
dant de  X.  On  aura  donc  enfin,  en  prenant  les  intégrales 
entre  Xj  et  x^, 


-/'Q 


rf°-ill\ 


'i,  ' 

i          y-      dx       ^  rfaï" 

V>\  d'Sr 
-'  )    dx' 

1  -î^: 

S'il  y  avait  une  seconde  fonction  z  dans  V,  on  ajouterait  au 
second  membre  de  cette  équation  une  autre  expression 
qui  n'en  difïérerail  que  par  les  valeurs  des  fonctions  qui 
remplaceraient  N,  P, .  .  .  et  par  le  changement  de  y  en.  z. 
Il  en  serait  de  même  pour  un  nombre  quelconque  de  fonc- 

268.  Si  la  fonction  V  renfermait  les  valeurs  dey^y', . . . 
relatives  axix  limites,  la  variation  de  l'intégrale  se  compo- 
serait des  termes  que  nous  venons  de  calculer,  plus  les  sui- 


ï:\i 


T  Sy\  H 


''IV  ,  dV   ^   , 

dyi  rfjî 


Or  les  quantités   Sj'i,  ^j\,...,  §y^^  Sy'..^...    n'étant  pas 
des   fonctions    de   x,   on  peut  les    faire    passer   hors   du 
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signe  I  ,  et  les  ternies  à  ajouter  se  réduiront  à 

1°  Supposons,  en  second  lieu,  que  Xi  et  x^  soient  vi 
riabics,  et  que  ^x  ne  soit  pas  nul.  On  aura,  dans  ce  cas, 

S  j       Ndx=  j       S{'Vdx)=  j       {SYdx-i-\dSx]. 

L'intégration  par  parties  donnant 

jVdh-  =  VS3:—   ÙxdV, 

l'équation  précédente  devient 

S  j       '  V  rfa:  =  (V  'lr)i\  ^-  j      '  {3V  dx  —  dV  Sx). 

Soit  maintenant 

dV  —  lud.v  +M.dy  -V-Tii  dy'  -^V  dy"  +  (Idy"'  -V- .  . 
et,  par  suite, 

iîV=  L5.C  -I-  M  Sj  -H-  N  Jj'  H-  P  Sy"-\-  Q^j'"; 
il  en  résultera 


S\dx--dyS.r.  =  dx    MUj—  -■-  5j,-)  -^ïï[5/ 
on,  en  vertu  de  la  formule  (5) 


:^î:s,A^n^ïv'_^^ +  ...], 


aV  dx  —  dY  Iv  =  ,lx  f  Mu  4-.  H  -^  H-  P  1^ 


On   a  donc,  poitr  l'expression  de  la 
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g  r"''vrf^=(vfe)^j+ r  "(MM-t-N^ 


On  peut  renxarquer  que  cette  expression  ne  diffère 
de  celle  du  cas  précédent  que  par  l'addition  du  terme 
(V(J:c)^|;  car  w  désigne  ici  ce  que  (îj- désignait  dans  l'autre. 
Si  donc  on  appliquait  semblablement  l'intégration  par 
parties,  on  ferait  disparaître  tous  les  indices  de  dilïëren- 


tiation  sur  w  sous  lo  signe  I  ,  et  l  on  trouverait 


d^q 


'i: 


S'il  se  trouvait  dans  V  une  seconde  fonction  incon- 
nue z.  dV  renfermerait  de  plus  des  ternies  de  la  forme 
M'rfa  -h  Wdz'-k~  Vdz"  -r-  .  .  . .  On  poserait 

Sz  —  z' Sx --:  a' , 


et  l'on  ajouterait  à  l'expression  précédente  des  termes 
w'  entrerait  de  la  même  manière  que  w.  Il  en  serait 
même,  quel  que  fût  le  nombre  de  ces  fonctions. 

Enfin,  si  V  renfermait  les  valeurs  dçx,r,  z,...,j\z'^ 
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relatives  aux  limites,  on  y  ajouterait  les  termes  suivants  : 

(,.)fc,  f-f  ..+jy,  r";p!.«+.,.-Hb.  ff-,fa+.... 

Jx,      '^^'  Jj:,      ''J'  -'a:,      ''^^ 

269.  Le  cas  où  :c,,  x,  sont  variables  pourrait  être  immé- 
diatement ramené  à  celui  où  ils  sont  iîxes,  sans  faire  iisage 
de  la  formule  (5). 

En  effet  considérons  V  comme  l'ordonnée  d'une  courbe 
MN  [Jîg.  8), "et  soient  AP^x,,  ÂQ^x^;  on  aura 

/     \dx  =  l'MNQ. 

Soit  maintenant  MilVi  la  courbe  après  la  variation;  la 
valeur  de  l'intégrale  proposée  sera,  dans  le  second  système, 
l'aire  P,  Ml  Ni  Qi;  on  peut  donc,  en  négligeant  les  infini- 
ment petits  du  second  ordre,  regarder  la  variation  de  l'in- 
tégrale comme  égale  à 


NQQ,K  ~  MPP,H  +  MiLNI. 
Les  deux  premiers  termes  représentent 

Y^Sx,  —  Y,Sx,     ou     [VSx)tl. 

Le  troisième  est  l'intégrale  /  5V  dx  prise  entre  les  li- 
mites Xi  -h  dx,  et  x^,  ou,  en  négligeant  un  infiniment  petit 
du  second  ordre,  entre  x,  et  Xj.  Donc  enfin 

âV  étant  la  variation  de  V  dans  l'hypothèse  dx  =  o ,  et, 
par  conséquent,  ayant  la  même  signification  que  dans  le 
premier  cas.  Son  expression  sera  donc  la  même;  seule- 
ment il  conviendra  de  représenter  la  variation  de  y  autre- 
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ment  que  par  Sy^  qui,  dans  le  cas  actuel,  aurait  une  autre 
signification,  et  nous  désignerons  par  w  la  variation  de  y 
dans  riiypolhèse  $x  =  o.  Il  suffira  donc,  pour  obtenir 

la  variation  clicrcliée  de   l'intégrale  /       Vdx,   d'ajouter 

(VtJx)-^^'  au  second  memljrc  de  l'ccjuation  (9),  dans  lequel 
on  remplacera  Sy  par  w. 

On  retombe  ainsi  sur  la  formule  (10),  comme  cela  de- 
vait être.  On  y  ajouterait  de  mÈmo  l'expression  (ji),  si  V 
re]ifermait  explicitement  les  valeurs  des  variables  aux 
limites, 

270.  n  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  la  variable  in- 
dépendante ne  serait  pas  désignée,  et  où  la  fonction  sous  le 

signe  i  ne  renfermerait  pas ,  par  conséquent,  des  dérivées 

par  rapport  à  x,  mais  des  dilFérentîelles  prises  par  rapport 
à  une  variable  arbitraire  qui  n'entre  pas  dans  la  question, 
et  n'est  nullement  désignée.  Soit  donc  proposé  de  trouver 

5  I       U,  en  supposant 

U  =:^F[Lr,  dx,  d'.r, .  .  .,  y,  dy,  d'y, .  .  .). 


Les  limites  Xi  et  x^  étant  fixes  ou  variables,  on  a  toujours, 
is  l'avons  démontré, 


'X""=X,"' 


et,  pour  une  variable  quelconque  zt, 
Sd''u^d"5u. 
Cela  posé,  désignons  par  L,  M,  N,  P, .  .  .  les  dérivées  pai 
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lielies  de  U  par  rapportaux  quaiuitésx,  dx-,  rf'a-,  (^'x,..., 
et  par  L',  M',  W,  P', . . .  ses  dérivées  pai'tielles  par-  rapport 
ky,  dy,  d'f^  ^\Ti  -  ■  ■  i  ou  pourra  exprimer  ÔU  de  la  ma- 
nière suivante  ; 


SU: 


-'LSs^'i-  M  Sdx  -s-  N  Sd\r  -+■  P  5rf'.ï 
-+-  VSy-hWSdj  ■+-  W'^rf^r  ^  P'ô< 


Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que  les  diverses  quantités  L, 
M, ...  -,  L',  M', ...  ne  sont  pas  du  même  ordre  infinilé- 
simal,  et  que  lo  second  facteur  de  chaque  terme  rétablit 
l'homogénéité.  Intégrant  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, et  faisant  sortir  du  signe  (  toutes  les  variations  des 
différentielles  au  moyen  de  l'intégration  par  parties,  on 
obtient  la  valeur  suivante  de  â  f'^'V  : 


--dN 

H- M' 
—  dW 
-^d'P' 

S:c^ 

-a 
■-dp 

'fy 

4- M' 

-dp' 

L  — rfM  -i-d'N-  d^P-i 


-dM'A-d'lH'—d'Ç'^. 


Si  l'on  avait  dans  U  d'autres  fonctions  que  x  et  y,  on  ajou- 
terait des  expressions  semblables  à  chacune  de  celles  qui 
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se  rapportent  à  x  ou  jy  dans  cette  formule.  On  agirait 
comme  dans  les  cas  précédents  si  D  renfermait  explicite- 
ment les  valeurs  des  variables  aux  limites. 

Déterminadon  des  fonctions  inconnues. 

271.  La  condition  pour  qu'une  intégrale  définie  soit 
maximum  consiste  en  ce  que,  quelque  signe  et  quelque 
grandeur  qu'on  suppose  aux  variations  infiniment  petites 
Sx,  (5/,  Jz, . . . ,  la  variation  de  celte  intégrale  soit  con- 
stamment négative  ;  la  condition  du  minimum  sera,  au 
contraire,  que  cette  variation  soit  toujours  positive;  et, 
dans  les  deux  cas,  elle  doit  être  de  signe  constant.  Il  laut 
donc  que  la  partie  de  cotte  variation  où  n'entrent  que  les 
prem.ières  puissances  des  quantités  Sx,  Sj",  -  .  .  soit  nulle, 
et  cette  condition  sera  commune  au  maximum  et  au  mini- 
mum. On  reconnaîtra  l'un  de  l'autre  au  signe  de  l'ensemble 
des  termes  du  second  degré,  signe  qui  devra  d'ailleurs  être 
constant. 

Nous  coDsidérerons  le  cas  général  où  x^,  Xs  sont  va- 
riables, et  nous  supposerons  les  dérivées  prises  par  rap- 
port à  X,  ce  qui  est  toujours  possible.  Alors  l'expression  de 

la  variation  de  l'intégrale  /       Vrfx,   en  se  bornant  aux 

termes  dn  premier  ordre  et  en  supposant  que  V  ne  ren- 
ferme qu'une  seule  fonction  j,  est  donnée  par  la  for- 
mule {10).  Il  faut  donc  égaler  à  zéro  le  second  membre  de 
cette  équation,  pour  avoir  la  condition  nécessaire,  tant 
pour  le  maximum  que  pour  le  minimum  de  l'intégrale. 

Mais  la  somme  des  termes  en  dehors  du  signe  |  doit 

être  nulle,  et  l'intégrale  doit  l'être  aussi  séparément;  car, 
sans  cela,  si  l'on  fixait  arbitrairement  les  variations  indé- 
pendantes relatives  aux  limites,  il  resterait  encore  sous  le 
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signe  j  la  fonction  arbitraire  u,  et  cette  intégrale  définie 

ne  saurait  conserver  la  même  valeur,  quelle  que  fût  cette 
fonction;  le  second  membre  de  l'équation  (lo)  ne  serait 
donc  pas  constamment  nul. 

ne  peut  pas  être  nulle,  quelle  que  soit  la  fonction  w,  à 

moins  que  la  quantité  qui  la  multiplie  sous  le  signe  /  ne 

soit  nulle.  En  eifet,  tu  étant  indéterminé  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  entre  x^^  et  x^  peut  6tre  toujours  pris  de 
même  signe  que  le  second  facteur;  tous  les  éléments  de 
l'intégrale  seraient  donc  positifs,  et  leur  somme  ne  pour- 
rait être  nulle.  Il  serait  d'ailleurs  indifférent  que  w  fût  assu- 
jetti à  certaines  conditions  pour  les  valeurs  ;Ci  ou  Xj,  parce 
que  deux  éléments  n'ont  aucune  influence  sur  une  inté- 
grale. On  doit  donc  avoir  l'équation  suivante  ; 

„3)  M-!5  +  ^-I._f'!0+...±^^.. 

*      '  dx         ds-}  dx^  dx" 

Cette  équation  différentielle  est  généralement  de  l'ordre 
an,  puisque  V  renferme  _j'W,  et  que,  par  conséquent,  U 
peut  le  renfermer.  Elle  est  nécessaire,  mais  non  suffisante, 

pour  que  l'intégrale  (       ^  dx  soit  maximum  o 

Elle  renferme  les  quantités  x^  y^  j' ,  y", . . . ,  et  fera  con- 
naître j-  en  fonction  de  x  et  de  zn  constantes  arbitraires. 

Considérons  maintenant  les  termes  en  dehors  du  signe  | 

dans  l'équation  (lo).  Si  les  variations  relatives  aux  deux 
limites  sont  indépendantes  entre  elles,  la  somme  de  ces 
termes  devra  être  nulle  pour  chaque  limite. 
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Si  la  question  établit  des  relations  entre  les  variations 
relatives  à  une  même  limite,  on  s'en  sert  pour  éliminer  un 
nombre  égal  de  ces  indéterminées,  puis  on  égale  à  aéro  les 
coefficients  de  celles  qui  restent  indépendantes-,  ces  équa- 
tions ,  jointes  aux  équations  intégrales,  serviront  à  déter- 
miner les  constantes,  ainsi  que  les  valeurs  de  ^,  _j',  z  rela- 
tives aux  limites. 


272.  S'il  y  avait  plusieurs  fonctions  7,  s, ... ,  on  suivrait 
la  luètne  marcbe.  L'intégrale  qui  entre  dans  la  variation 
devrait  encore  être  nulle,  iiidcpendamoicnt  des  termes  in- 
tégrés. Elle  renfermerait,  comme  nous  l'avons  vu,  plusieurs 
fonctions  w,  w', .  .  . ,  dont  les  valeurs  sont 


M  =  Sj  —  f  Sx,      ■*'  =  S: 


Ces  fonctions  arbitraires  seraient  indépendantes,  puisque, 
dans  chacune  d'elles,  il  s'introduit  une  nouvelle  variation 
arbitraire.  Il  faudrait  donc  que  les  quantités  qui  multiplient 
cliacune  d'elles  fussent  nulles  séparément,  ce  qui  donnerait 
autant  d'équations  diflërentîelles  simultanées  qu'il  y  a  de 
fonctions  à  déterminer. 
Elles  seraient  de  la  forme 

1  M  —  f'^       '^  —  -^^  -^       — 
1  dx  dx^  dx^ 

M',  N' , .  .  -  représentant,  par  rapport  à  s,  ce  que  M,  N, .  . . 
représentent  par  rapport  kj. 

Les  constantes  se  détermineraient  encore  par  les  condi- 
tions relatives  aux  limites. 

273.  Si  les  fonctions  y,  z  étaient  assujetties  à  satisfaire 
à  une  équation  V[x^y\  z)  ■=:  o,  les  variations  ox,  §y,  ^z 
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satisferaient  à 


On  pourrait  en  tirer  3s  en  fonction  de  Sx,  dy,  et  le  sub- 
stituer dans  l'expression  de  la  variation  de  l'intégrale;  on 
aurait  ainsi  une  fonction  indéterminée  de  moins  sous  le 
signe  1  ,  et,  par  suite,  une  équation  de  moins,  qui  serait 
remplacée  par  F(x,  j,  z)  =  o. 

En  effet  la  quantité  sous  le  signe  1  ,  qui  doit  être  égalée 
à  zéro,  est  de  la  forme 

Ao>  -h  A'«', 

et  l'équation  [a)  devient,  en  remplaçant  6j  et  dz  par  leurs 
valeurs. 


Le  coefticient  de  Sx  dans  cette  équation  est  nul,  puis- 
qu'en  diiïerentiant  l'équation  F[x,j,  z)  =  o  on  trouve 

d^    '    dy^    '^liz^  ^°'' 
il  reste  donc  seulement 


Tiraîit  de  là  t&'  et  le  substituant  dans  l'expression  A  w  -;-  AV 
qui  doit  être  égalée  à  zéro,  on  obtient 
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et  cette  quantité  devant  être  mille,  quelle  (jue 
tion  w,  on  doit  nécessairement  poser 

A    -A'S=o. 


On  aura  ainsi  entre  je  et  z  les  deux  équations 

,   ^,  <iF         ,  <IF 

(i5]  A~:^A'-^~ 

et 

F(:^,r,  2)  =  0, 

d'où  l'on  pourra  tirer  j-  et  ^  en  fonction  de  x. 

274.  ^utre  espèce  de  condition.  —  Souvent,  au  lieu 
d'assujettir  les  valeurs  de  x^j^p  h  satisfaire  à  une  équa- 
tion de  forme  déterminée,  on  demande  qu'une  certaine  in- 
tégrale définie  conserve  une  valeur  constante  :  on  a  alors 
ce  que  l'on  appelle  un  maximum  ou  un  minimum  relatif. 

Soit  donc  /      Urfx^a,  et  proposons-nous  de  trouver 

le  maximum  ou  le  minimum  de  I       Vdx.  Les  variations 

de  ces  deux  intégrales  devront  être  nulles  ;  et ,  en  supposant 
d'abord  les  limites  fixes,  on  arrivera  aux  deux  équations 


J^\^d^  =  o,       (S)   £* 


et  la  seconde  devra  être  satisfaite  quand  on  y  mettra  pour 
M  une  fonction  quelconque  satisfaisant  à  la  première;^ 
u  et  i/  sont  déterminés  par  U  et  V  au  moyen  d'une  for- 
mule démontrée  précédemment,  et  w  désigne  encore 
Sy — y-'Sx.  On  voit  tout  de  suite  que  cette  condition  ss- 
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rait  remplie  si  ii  et  c  ne  différaient  que  par  un  facteur  con- 
stant, et  nous  allons  démontrer  que  cela  ne  peut  Être  au- 


Posons,  avec  Cauchy, 

cette  fonction  ^{x)  ne  sera  assujcUÎe,  eu  vertu  de  l'équa- 
tion (a),  qu'à  la  condition  ç{^a)  ^^o;  on  a  d'ailleurs  évi- 
demment <f{.x,)  =  o,  mais  y  (x)  est  entièrement  arbitraire 
entre  x\  et  x^.  On  tire  iuimêdiatement 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (S),  on  obtient 

Pour  y  introduire ,  au  lieu  de  tf'(x),  la  fonction  ç(x), 
dont   les   conditions   sont   bien   > 


parties;  nous   trouverons,  en  désignant  pai 
rivée  de  -. 


:  Xi  et  Xi  pour  limites  des  intégrales,  et  ob 
r)  devient  nul  à  ces  limites,  il  vient 
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et,  par  coiis<;c|ueiit, 


X."  "■''{:)'"■ 


Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soii  f{x),  on 
en  conelut  nécessairement  f  -  J  =  o,  et,  par  suite, 


a  désignant  une  constante  inconnue. 

Telle  est  donc  l'équatlou  difïérentielle  qui  déterminera 
la  fonction  j.  Quand  sa  valeur  sera  trouvée,  et  que  les 
constantes  introduites  par  l'intégration  auront  été  déter- 
minées par  les  conditions  des  extrémités ,  on  la  substituera 

dans  l'équation  /       U£?j;=:  «,  qui  fera  connaître  la  valeur 

de  la  constante  a. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  arriverait  au  mfime  résultat 

en  cherchant  le  maximum  absolu  de  I       {\—  x\]}  dx, 

et  déterminant  la  constante  a  comme  nous  l'avons  indi- 
qué. On  retombe  ainsi  sur  la  règle  donnée  autrefois  par 
Euler. 

Supposons  actuellement  que  les  limites  x,,  x,  ne  soient 
pas  fixes;  les  équations  (a),  (6)  seront  remplacées  par  les 
deux  suivantes  : 

(V)     ^,-4.~y    'uo.d.^  =  o,     {S)     7."--X'^£    \^d^^o, 

<^  m  -^  désignant  les  termes  en  dehors  du  signe  j  ,  qui 
deviennent  '^^  et  ;^,  à  la  première  limite,  et  i^j,  ^j  à  la 
seconde. 
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L'équation  (S)  devra  être  satisfaite  quand  on  mettra 
pour  w  une  fonction  quelconque,  telle  que  l'équation  [y] 
ait  lieu,  de  quelque  manière  que  ce  soit;  ainsi  w  n'est 

assujetti    qu'à   la    condition    que    (        utùdx    soit    égal   ù 

4*1 — 4*51  *^''  'ï-  ^3"'-  '^^  l'équation  (5)  ait  lieu  pour  toutes 
les  valeurs  de  w  qui  y  satisferont  ;  c'est  là  ce  qui  doit  dé- 
terminer la  fonction  inconnue  jf^. 

Posons  encore  /      hw(?x  =  ç(j:),  on  aura  (j;{:Ci)  — o> 

et,  en  vertu  de  l'équation  (y), 

et  y(:c)  ne  sera  assujetti  à  aucune  condition. 

Reportant  dans  l'équation  (J)  pour  w  sa  valeur  -:— ^^ — -^ 
il  vie 


X'~X--rj         ^f'{.r)dv=-.0. 


Pour  introduire  au  lieu  de  if'(a;)  la  fonction  f{x),  dont  les 
conditions  sont  connues,  intégrons  par  parties;  l'équa- 
tion précédente  deviendra,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de 

et,  comme  (f  (^)  est  tout  a  fait  arbitraire  entre  x,  et  Xj,  il 
faut  que  cette  dernière  intégrale  soit  nulle,  ainsi  que  la 
partie  restante  du  premm   membre    On  aura  doue  encore 


ï  désignant  une  constante.  Remplaçant  (-]    par  a  dai 
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la  preinitire  partie  de  l'équation  (e),  on  aura 

Les  constantes  introduites  par  l'intégration  se  détermine- 
ront par  les  conditions  relatives  aux  limites,  et  la  con- 
stante a  par  l'équation  /       Udx^a. 

On  voit  encore  qu'on  arriverait  aux  mêmes  résultats 
en  cherchant   le   maximum  ou  le   minimum  absolu   de 

i       (V — a\J)  dx,  «   étant  une  constante  indéterminée. 

On  traiterait  d'une  manière  analogue  le  cas  où  l'on 
aurait  plusieurs  fonctions  inconnues,  ou  plusieurs  inté- 
grales définies  ayant  des  valeurs  constantes . 

275.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'intégrale  est 
de  la  forme  I  U,  U  ne  renfermant  que  des  différen- 
tielles prises  par  rapport  à  une  variable  arbitraire.  La 
variation  de  cette  intégrale  est  donnée  alors  par  la  for- 
mule (12),  et,  par  les  mêmes  raisons  que  dans  le  pre- 
mier cas,  il  faut  égaler  séparément  à  zéro  la  partie  qui 

est  dégagée  du  signe  |  et  celle  qui  se  compose  de  toutes 

les  intégrales,  qui  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  va- 
riables a:,  y,  z, , . . . 

Or  les  fonctions  âx,  âj,  âz,-..  sont  complètement 
indépendantes  les  unes  des  autres  ;  donc  chaque  intégrale 
doit  être  nulle  séparément,  ce  qui  conduit  aux  équations 
suivantes  : 

I   L  —  ciM  -t-  ./=W  ~d'P  -i-  .  ,  .  =  o, 

h"—  dW-ï-  d'TS."—  d^V'-h  . .  .  —  o. 
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On  aura  ainsi  autant  d'équations  que  de  variables  x,  y , 
z, , . .  ;  et,  comme  l'une  d'entre  elles  doit  rester  indéter- 
minée, il  est  évident  qu'une  de  ces  équations  doit  rentrer 
dans  les  autres,  Nous  nous  bornerons  à  cette  remarque, 
et  nous  ajouterons  qu'on  trouve  ici  un  avantage  que  ne 
présentait  pas  le  calcul  du  premier  cas  :  c'est  qu'on  pourra 
choisir  le  système  d'équations  le  plus  avantageux,  en 
laissant  de  côté  l'équation  la  moins  simple.  Quand  on 
aura  trouvé  jj-,  z,...  en  fonction  de  a;,  les  constantes  arbi- 
traires introduites  par  l'intégration  se  détermineront, 
comme  dans  le  premier  cas,  au  moyen  de  l'équation  qui 
se  rapporte  aux  limites. 

276 .  L'intégration  des  équations  (  1 6  )  devient  plus 
simple  lorsque  U  ne  contient  pas  x  ou  l'une  des  autres 
fonctions;  car  alors,  le  premier  terme  de  lune  de  ces  équa- 
tions étant  nul  et  tous  les  autres  des  différentielles  exactes, 
on  aura  immédiate  ment  une  intégrale  première  de  celle 
équation.  Si  plusieurs  de  ces  variables  x,  jf,--.  manquent 
à  la  fois  dans  U,  un  nombre  égal  des  équations  (i6)  est 
inlégrable. 

277.  Les  équations  (i4}  présentent  la  même  simplifi- 
cation quand  ^  ou  z  n'entre  pas  dans  V;  mais,  quand 
c'est  X  qui  manque,  il  faut  faire  quelques  transformations 
pour  obtenir  la  simplification  que  nous  ont  offerte  immé- 
diatement les  équations  (i6). 

En  effet,  en  supposant,  pour  plus  de  simplicité,  qu'il 
n'y  ait  qu'une  seule  fonction  inconnue  j',  la  condition  du 
maximum  ou  du  minimum  sera 

et  l'on  aura,  en  observant  que  V  ne  renferme  pas  x, 

^  =  M/-l-Wj''-^P/"-l-Q7-''-4-.... 

Cale.  Inf.  D.  —  li.  20 
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Retrancbant  de  cette  équation  la  précédente,  mullipliéu 
par_j'',  il  vient 

Or  il  est  facile  de  voir  que  le  second  membre  de  cette 
équation  est  une  dérivée  exacte. 

Pour  cela,  remarquons  généralement  qu'en  désignant 
par  u  et  c  des  fonctions  quelconques  de  x,  une  expression 
de  la  i'orme 

ud"y  —  i'd''a 

est  une  diftérentielle  exacte  quand  11  est  pair,  et 

en  est  une  lorsqvte  n  est  impair,  II  en  résultera  que  tous 
les  binômes  qui  forment  le  second  membre  de  la  dernière 
équation  seront  des  dérivées  exactes,  et  qne,  par  consér 
quent,  on  pourra  intégrer  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion; ce  qui  conduira  à  une  équation  d'un  ordre  moins 
élevé. 

Supposons,  par  exemple,  que  V  ne  renferme  que  j-,jf' 
et  r",  La  dernière  équation  devient 

-^.  =  i"^-^^  s;)+(^^  --^Vj' 

d'où,  en  intégrant, 

{h]  V  =  Ny-^Pj"~y  ^+0. 

équation  du  troisième  ordre,  tandis  que  l'équation  [a) 
était  du  quatrième.  Si,  en  même  temps,  V  était  indépen- 


y  Google 


INTÉGRATIOM    DES    ÉyTJWIOJ<S    D  LtVltlli:NTIEI.Ï.ES .         dHy 

dant  dej^,  on  aurait  M:=o;  l'équation  [a]  serait  mié- 
grable  et  donnerait 

N  -  ;^  =  C. 

^      ,,.     .  d^  .  .  ,  ,    ,, 

tn  éliminant  -—  entre  cette  équation  et  la  prececlt.'nte, 

on  trouverait 

C  et  C  désignant  de^x  constantes  arbitraires.  Celte  équa- 
tion n'est  plus  que  du  second  ordre.  Ainsi,  lorsque  V  ne 
renferme  que  j\  j",  on  peut  obtenir  une  intégrale  se- 
conde de  l'équation  (a)  et  ramener  le  calcul  à  l'intégration 
d'une  équation  du  deuxième  ordre. 

Si  V  renfermait  une  seconde  fonction  s  et  ses  dérivées 
z'  et  z",  on  obtiendrait  de  même 


Cas  particulier  où  l'on  ne  considère  que  les  différentielles 
du  premier  ordre. 

278.  Appliquons  cette  théorie  au  cas  simple  où  la  fonc- 
tion V  renfermerait  trois  variables  x,  j-,  z  et  les  premières 
dérivées  seulement  de  y  et  z. 

L'intégrale  proposée  sera 

ou 

1°  S'il  n'existe  aucune  équation  générale  entre  J7,  j,  z, 
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on  fera  usage  des  équations  {i4)i  et  l'on  aura 
(,8)  M-57='>'     "-ï?-"' 


en  supposant  toujours 


-  --  N'. 


Ces  deux  équations  simultanées,  étant  du  second  ordre, 
donneront  j-  et  s  en  fonction  de  x  et  quatre  constantes 
arbitraires. 

Si  les  deux  limites  sont  indépendantes,  on  aura  pour 
chacune 

(19)  (V  —  Nj'—  N'  s')  Sar  +  N  5r  +  N'  3z  =  o. 

Si  pour  l'une  d'elles  il  n'existe  aucune  condition,  èx,  §j, 
Sz  étant  indépendants,  leurs  coefEcicnts  doivent  être  nuls 
séparément,  ce  qui  donne  trois  équations  entre  les  valeurs 
àe  x,j,  3,  jy',  3' relatives  à  cette  limite.  Si,  au  contraire,  à 
cette  même  limite,  ^,  T,  3  devaient  satisfaire  à  une  équa- 
tion donnée  cf[x,f,  z)  ^^  o,  on  aurait 

---  dx  -I-  -7-  oj  -{-  —  ii!,  —  0. 
dx  dj  dz 

Eliminant  èz  entre  cette  équation  et  (19);  il  ne  resterait 
plus  que  les  indéterminées  3"x,  èy  dont  on  égalerait  sépa- 
rément les  coefficients  à  zéro.  On  aurait  donc  encore  trois 
équations  entre  les  valeurs  de  x,j>',  z^y' ,  a' relatives  à  cette 
limite.  On  agirait  de  la  même  manière  si  l'on  avait  une  se- 
conde équation. 

Actuellement  il  est  facile  de  déterminer  les  constantes 
arbitraires  introduites  par  l'intégration  ;  car  les  équations 
obtenues  entre  x,  j^  z  et  ces  quatre  constantes  devant 
être  satisfaites  par  :Ci,  j,,  3,  et  par  x^^y^^  Za,  il  en  résul- 
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tera  deux  équations  pour  chaque  limite.  Ainsi,  pour 
chacune  d'elles,  on  aura  cinq  équations  entre  les  valeurs 
de  X,  j^  z  qui'  s'y  rapportent  et  lt:s  quatre  constantes  •■,  on 
pourra  donc  déterminer  ces  constantes  et  les  valeurs  de 
j:,^',  r  relatives  aux  limites. 

2°  Si  les  variables  x,  j^  z  sont  tenues  de  satisfaire  à 
une  équation  F  (x,  y,  z)  =  o,  il  faudra  faire  usage  de  la 


formule  (i5),  qui  devient,  dans  ce 

cas, 

i»i       (-S)S=(- 

d^  j  dj  ■ 

Éliminant  z  au  moyen  de  l'équation  F(x,^,  z):=o,  on 
aura  une  équation  du  second  ordre  entre  x  et  y.  En  l'in- 
tégrant, on  connaîtra  y,  et  par  suite  ^,  en  fonction  de  x 
et  de  deux  constantes  arbitraires. 

Les  valeurs  de  Xj,  j„  si,  ji-,  z^  se  détermineront, 
comme  dans  le  cas  précédent,  en  observant  qu'elles  doivent 
satisfaire  à  l'équation  F(x,  j,  z)  =  o.  On  aura  alors 
quatre  équations  pour  chaque  limite.  Les  deux  constantes 
arbitraires  se  déduiront  de  ces  équations,  ainsi  que  les 
valeurs  dex,  y,  z  relatives  aux  limites. 
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APPLICATION  A  QUELQUES  PROBLÈMES  PARTICULIERS. 


279.  Ligne  de  longueur  irtininium.  —  Considérons 
d'abord  le  cas  où  l'on  ne  donne  pas  de  condition  généralo 
entre  les  coordonnées  x.  j-,  z  des  divers  points  de  cetli: 
ligne,  c'est-à-dire  où  elle  n'est  pas  assujettie  à  se  trouver 
sur  une  surface  donnée. 

L'intégrale  qui  doit  être  minimum  est 


i: 


,r'  _  ày 


Les  équations  (18)  deviennent 


N  et  ]V'  sont  donc  constants,  et,  par  suite,  y'  et  z' . 
Soient 

/  =  C,     z'=Ç!, 
on  en  déduit 

Ainsi,  quelles  que  soient  les  conditions   relatives  aux  c 
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trémités,  on  trouve,    comme  on  devait  s'y  attendre,  les 
équations  d'une  ligne  droite. 

L'équalioti,  (19),  qui  doit  avoir  lieu  pour  chaque  extré- 
mité, devient 


\  flxSx-r  dyfy  -+-  rfs  Sx  =  O. 

Or  il  y  a  trois  cas  à  examiner  pour  chaque  extrémité  : 
i"  Si  l'estrémité  [xi,yt^  2,)  est  fixe,  on  a 

ses  coordonnées  j:,,  ji,  Zi  sont  données,  et  les  constantes 
C,  C,  rf,  d'  devront  satisfaire  aux  deux  condilions 

X,  ~  Cj:,  ■+  (/,      î,  —  C'x,-i-  d'. 

2."  Si  cette  extrémité  satisfait  à  une  équation 

F(.^,7,.)  =  o, 
on  aura 

^  rfF  ^î    _ 

ils:  dj  dz 

Eliminant  J^,  entre  l'équation  (19)  et  celle-ci,  puis  éga- 
lant à  zéro  les  coefficients  de  dxi  et  (5y,,  on  obtient 


dz  ds:        dy  dx 

équations  dans  lesquelles  x^y,  z  sont  remplacés  par 
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Ces  deux  e<jiiations  seront  jointes  à  F(x,,  ji,  z^)  :=  o, 
et  aux  deux  suivantes  : 

j,  =  Cj;i-+-d,     z.^C'x,  -\-d'. 

On  aura  ainsi  cinq  cijualions  entre  J;i,yii  -^s  ^^  ^^^ 
quatre  constantes. 

3"  Si  l'on  donnait  deux  équations  entre  x^^ji^  s,,  on 
arriverait  de  même  à  cinq  équations  entre  elles  et  les  con- 
stantes. 

Ainsi,  pour  chaque  extrémité,  soit  libre,  soit  assujettie 
à  une  ou  deux  conditions,  on  trouve  toujours  deux  équa- 
tions entre  les  constantes,  ou  directement,  ou  par  l'élimi- 
nation de  Xy^  ji,  ^j .  Donc  les  quatre  constantes  pourront 
toujours  être  déterminées  par  les  conditions  relatives  aux 
deux  limites. 

280.  L'équation  (a)  renferme  une  propriété  géomé- 
trique remarquable  de  la  ligne  minimum.  En  effet,  elle 
exprime  que  la  direction  qui  fait,  avec  les  axes,  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à  dx,  rfjf-,  dz,  est  per- 
pendiculaire à  celle  dont  les  cosinus  sont  proportionnels 
à  àx,  §_)-,  3z.  D'où  il  résulte  que  la  tangente  à  la  ligne 
cherchée,  menée  par  l'une  quelconque  de  ses  extrémités, 
est  perpendiculaire  à  toutes  les  directions  suivant  lesquelles 
cette  extrémité  peut  se  mouvoir.  Elle  est  donc  normale  à 
la  courbe  ou  à  la  surface  sur  laquelle  doit  rester  cette 
extrémité,  si  elle  n'est  pas  fixe  de  position. 

281.  Supposons  maintenant  que  la  ligne  cherchée  soit 
assujettie  à  se  trouver  sur  une  surface  donnée,  ayant  pour 
équation 

il  faudra,  dans  ce  cas,  satisfaire  à  l'équation  (20),  qui   se 
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réduit  m 


dF  rfN 

dV  d-K' 

dz    d.7:  ~ 

"  dj  "dx'      ' 

Celle  équation  de  second  ordre,  jointe  à  la  préeédente, 
donnera  _j^  et  z  en  fonction  de  x  et  de  deux  constantes  ar- 
bitraires. 

L'équation  (19)  aura  lieu  pour  chaque  limite,  et  démontre 
encore  que,  si  elles  ne  sont  pas  fixes,  la  courbe  cherchée 
est  perpendiculaire  aux  courbes  suivant  lesquelles  elles 
peuvent  se  mouvoir  sur  la  surface  donnée.  Dans  l'un  et 
1  autre  cas,  les  constantes  se  déterminent  par  les  moyens 
déjà  indiqués. 


dFd\r  _  dF  dH 

dz  ds'         df  ds' 


e  pro- 
priété remarquable  de  la  ligne  minimum.  En  etfet ,  la 
droite  qui  joint  un  quelconque  de  ses  points  au  centre  de 
courbure  lait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

,     ,  d'x     d''y     d'z         ,  .  1     -c    ,   n 

proportionnels  a  ~—>  ~-^.  ~— ;  et  les  cosinus  relatils  a  la 
'  ds'      ds'  '   ds" 

,     .   ,  c  .  ,     .   d¥     d¥    d¥ 

normale  a  !a  surtace  sont  proportionnels  a  t-'  -r^'  -r' 

'■      '■  dx      dj      dz 

Or  l'équation  précédente  donne 

(6)  *ï  =  ^, 

'    '  dP        ^w ' 


et  il  est  facile  de  voir  que  ces  rapports  sont  aussi  égaux  à 
-T-r:  car  la  symétrie  des  données  relativement  à  x^j.,  z 
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montre  qu'en    dirigeant    autrement  le    calcul    on    a 

trouvé  ce  dernier  rapport  égal  à  l'un  des  deux  autres. 

C'est,  au  reste,  ce  qu'on  peut  facilement  véririer. 

En  efiet,  les  équations  (i)  donnent 

d'y        d'z        d'y  dy        d'^zdt        d'.r 


</s' 

dz 

ds'  ds   '^  ds'  ds 

ds' 

d¥  dy        dV  dz 
dy  ds         dz  ds 

dy 

dx 

comme  nous  l'avions  annonce;  la  direction  de  la  normale 
à  la  surface  se  confond  donc  avec  celle  de  la  droite  menée 
du  même  point  au  centre  de  courbure  de  la  ligne  minimum. 
En  d'autres  termes,  le  plan  osculateur  de  cette  courbe 
est  constamment  normal  à  la  surface, 

283.  ^ire  de  révolution  minimum.  —  Proposons-nous 
de  trouver  la  courbe  plane  passant  par  deux  points  donnés, 
et  qui  engendre  une  aire  minimum,  en  tournant  autour 
d'un  axe  AX  situé  dans  son  plan. 

L'intégrale  I      y  sjdx^-hdy^  devra  être  minimum;  et,  z 

n'entrant  pas  sous  le  signe  |  ,  il  est  convenable  d'appliquer 

les  équations  (i6)  ou  (ij).  En  prenant  les  premières,  et 
observant  que  L,  N,  P, . .  .  sont  nuls,  on  trouvera,  en  dé- 
signant par  c  une  constante  arbitraire, 


M  = 

\l-l-'-  +  dy' 

d'où  l'on  tire 

..=.( 

-+ 
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,  en  intésrarit, 


fii.]uatioii  d'une  chaînette  dont  les  brandies  infinies  s'élè- 
vent au-dessus  de  l'axe  des  x,  la  direction  de  la  pesaiiluur 
étant  supposée  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Les  constantes  c,  Ci  se  détermineront  en  exprimant  qui^ 
l'éiijpiation  est  satisfaite  par  les  coordonnées  des  points 
donnés.  Si  l'on  considère  le  cas  le  plus  simple,  où  les  or- 
données de  ces  points  sont  égales,  la  courbe  sera  synié- 
trîque  par  rapport  à  la  perpendiculaire  à  l'axe,  menée  à 
égale  distance  de  ces  deux  points,  et  que  nous  prendrons 
pour  axe  des  y.  Soient  a  et  — a  leurs  abscisses  respectives 
et  J  leur  ordonnée  ;  on  nura  d'abord  c,  =;  o  pour  que  l'équa- 
tion ne  change  pas  quand  on  remplace  x  par  —  x;  puis 

ce  qui  détermine  c. 

Si  l'on  pose  -=m,  ona  —  =:  -(e"-+-  e""),  et  l'on  con- 
naîtra u  par  l'intersection  de  la  droite  j---^  —  et  de  la 
chaînette  j  =  -{e"-{-  e~"  )  ;  la  valeur  de  c  s'ensuivra. 

284.  U  n'est  pas  toujours  possible  de  satisfaire  à  l'équa- 
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Eli   effet,  le   second  membre  est.  îniîni  pour   «  =;:  o  et 
«;=(»■,  dans  l'intervalle,  il  reste  fini  et  positif  :  il  a  donc 

un  niinimuoi,  et  le  problème  serait  impossible  si  —  était 
moindre.  Cberclions  donc  la  valeur  de  -^  relative  à  ce 
minimum  :  ÏI  y  aura  une  seule  solution  si  l'on  donne  — 

égal  Ji  cette  valeur;  deux  s'il  est  plus  grand,  et  aucune 
s  il  est  plus  petit. 

La  valeur  de  u  relative  à  ce  minimum  satisfait  à 


Si  l'on  éliminait  u  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on 
aurait  l'é^juation  qui  doit  déterminer  la  plus  petite  valeur 

que  -  puisse  avoir  pour  que  le  problème  soit  possible. 

Si  l'on  observe  qu'on  a  identiquement 

la  dernière  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 


■   ==v/(^ 


n/¥- 
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==v/-?[- 


Si  l'on  néglige  y  dans  le  second  membre,  il  devicnl  trop 
petit;  ainsi  l'on  a 


La  réciproque  de  cette  valeur  est  donc  plus  grande  que 
—  j  et,  si  on  la  substitue  dans  le  second  membre,  il  devient 
trop  grand  et  donne  une  limite  supérieure  de  -■  Il  on  ré- 
sulte une  valeur  trop  grande  pour  ~j  cl,  en  continuant 
ainsi,  l'on  aura  une  série  de  valeurs  alternativement  plus 
grandes  et  plus  petites  que  -i  et  qui  s'en  rapproclicront 
indéfiniment.  On  trouvera  ainsi 

II  faut  donc  que  le  rapport  -   soit  au  moins  égal   a 

1,19^67  pour  qu'il  y  ail  une  courbe  qui  engendre  une 
aire  minimum;  et  l'on  concevra  la  possibilité  qu'il  n'en 
existe  pas  si  l'on  observe  que,  lorsque  la  courbe  coupera 
l'axe,  les  ordonnées  deviendront  négatives,  et  l'intégrale 
décroîtra  indéfiniment. 
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Si  l'on  a  -^1,1 9967,  on  a  deux  solutions  ;  mais  elles 

ne  peuvent  donner  deux  minima,  car  il  devrait  y  avoir 
un  maximum  intermédiaire,  ce  qui  exigerait  trois  solu- 
tions. Elles  ne  peuvent  non  plus  donner  deux  maxima; 
elles  donnent  donc  un  maximum  et  un  minimum.  L'inté- 
grale diminuant  jusqu'à  l'infini  négatif,  on  voit  que  le 
maximum  correspondra  à  la  chaînette  qui  aura  son  sommet 
le  plus  bas,  et  le  minimum  à  celle  dont  le  sommet  sera 
le  plus  élevé.  Cette  dernière  correspond  à  la  plus  grande 
des  deux  valeurs  de  c,  puisque  l'équation   de   la   courbe 


i(i-..-), 


et  qu'en  faisant  x  ^^  o   on  trouve  t 
sommet. 


285.  Maximum  de  l'aire  des  courbes  isopérimètres. — 
Supposons  que  les  extrémités  de  la  courbe  soient  données, 
et  aient  pour   coordonnées  jc,,  j^  et  x^.,  y^;   l'inlégrale 

qu'il  faut  rendre  maximum  est  /      jdx,  et  l'on  doit  avoir, 

en  désignant  par  /  la  longueur  donnée  de  la  courbe, 

/     '  dx  \/T+J'' ^  l . 

On  posera,  d'après  la  règle  du  maximum  relatif, 

X  n'entrant  pas  sous  le   signe  |  ,  on  appliquera  l'équa- 
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tion  (17),  et  l'on  trouvera 


■i-EllEjNTIËLLES . 


'^99 


^{^ 


c  et  c'  désignant  deux  constantes  arbitraires,  La  courbe  est 
donc  un  arc  do  cercle  ;  et  il  reste  à  trouver  les  conitantcs 
a,  c,  c'.  On  exprimera  d'abord  qu'il  passe  par  les  deux 
points  extrêmes  donnés  M,  IV  {Jîg-  9),  ce  qui  donnera 


(.-, 


équation  qui  exprir 
pend  i  cul  aire  élevée 
extrémités. 

Soit  d  la  longuet; 


e  que  le  centre  se  trouve  sur  la  per- 
ur  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  lot 

donnée  de  cette  droite, 


équation  qui  détermine  a;  c  et  c'  s'ensuivront,  et  t'ofi 
trouvera  deux  cercles  dont  les  centres  0,  0'  seront  symé- 
triques par  rapport  à  la  corde  donnée.  L'un  se  rapportera 
au  maximum,  l'autre  au  minimum;  car  les  deux  aires  sont 
respectivement  égales  au  trapèze  MPQN,  augmenté  ou 
diminué  de  la  même  quantité  MKN;  donc,  si  l'une  est 
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niaximuoi,  l'autre  est  minimuin.  On  en  conclut,  encore 
que  cette  surface  MRH  est  maximum  ;  et,  si  la  question  a 
pour  objet  l'aire  com.prise  entre  la  corde  donnée  et  l'arc, 
elle  n'est  susceptible  que  d'un  maximum,  et  il  est  déter- 
miné par  l'arc  de  cercle  dont  la  corde  et  la  longueur  sont 
connues . 

Si  la  grandeur  de  l'arc  et  la  direction  des  axes  étaient 
telles,  que  le  segment  MRN  fût  coupé  par  les  ordonnées 
extrêmes,  cette  dernière  proposition  n'en  serait  pas  moins 
vraie  :  car,  si  l'on  suppose  la  courbe  déterminée,  on  peut 
y  tracer  d'une  infinité  do  manières  une  corde  telle  que, 
pour  un  système  d'axes  convenable,  on  rentre  dans  le  cas 
précédent.  Or,  l'aire  totale  étant  maximum,  ce  segment 
le  sera  de  même  en  laissant  son  périmètre  constant  ;  donc 
il  est  terminé  par  un  arc  do  cercle  :  ce  qui  ne  saurait  être 
pour  toutes  les  cordes  qu'on  peut  ainsi  concevoir,  si  la 
courbe  entière  n'est  pas  un  arc  de  cercle.  Si  les  deux  points 
M  et  N  se  confondent,  on  a  le  cas  d'une  courbe  fermée,  et 
l'on  voit  qu'elle  doit  former  un  cercle  entier. 

286.  Maximum  de  la  surface  engendrée  par  la  révolu- 
tion de  courbes  isopérimètres .  —  Il  faut,  dans  ce  cas,  que 

f--^,  

I      jdx  \Ji-[-y^  soit  maximum,    on  même  temps  que 

I       dx  \/i  -hj'"  —  l;  on  devra  poser 

J    ^i(/v'"'+'J>^~i-«v''+'j'')''^l  =  o 

Le  calcul  sera  ie  môme  que  dans  le  cas  déjà  traité,  où 
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l'on  ne  donne  pas  la  longueur  de  la  courbe.  Seulement 
)-  +  «  est  substitué  à  y.  On  trouvera  donc 


La  courbe  est  encore  une  chaînette.  Les  trois  constantes 
«,  c,  Cl  se  détermineront  en  exprimant  que  la  courbe  passe 
par  les  deux  points  donnés  et  que  sa  longueur  est  /. 

287.  On  démontre  en  Statique  que  la  chaînette  est,  de 
toutes  les  courbes  isopérimètres,  celle  dont  le  centre  de 
gravité  est  le  plus  bas  possible.  Eu  admettant  celte  pro- 
priété, on  aurait  pu  conclure  que  la  courbe  qui  engendre 
l'aire  minimum  est  une  chaînette  dont  la  convexité  est 
tournée  vers  l'axe,  et  que  celle  qui  engendre  l'aire  maxi- 
mum est  celle  qu'on  obtiendrait  en  supposant  l'action  de 
la  pesanteur  dirigée  en  sens  contraire. 

288,  Solide  minimum  engendré  par  la  révolution  de 
courbes  isopérimètres.  —  Soit  /  la  longueur  d'une  courbe 
qui  passe  par  deux  points  donnés  et  tourne  autour  d'un 
axe  situé  dans  son  plan;  le  solide  engendré  aura  pour  ex- 


rj'dx. Ainsi  j      y^da:  devi 


pression  I       rj'dx. Amsi  j      ^d.i:  devra  être  minimum, 
avec  la  condition 


On  devra  donc  poser 

et  la  condition  du  minimum  sera,  en  appliquant  la  for- 

Calcul  inf.  D.  -  Il  30 
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mille 

(t?). 

--*'— ,Ti^ 

ou 

{7'-^)v'i+y=+"= 

d'où  1 

l'on  tire 

^r  _  ^IZlniliy^ . 

Cette  équation  est  celle  de  la  courbe  nommée  élastique, 
qui  représente  la  figure  d'un  ressort  en  équilibre  sous  l'ac- 
tion de  certaines  forces.  On  ne  peut  l'intégrer  que  par 
série.  Les  deux  constantes  a  et  c,  ainsi  que  celle  qu'intro- 
duirait l'intégration,  se  détermineraient  en  exprimant  que 
la  courbe  passe  par  les  deux  points  donnés,  et  que  sa  lon- 
gueur est  /. 

289.  Brachistochrone.  —  On  nomme  ainsi  la  courbe 
que  doit  suivre  un  corps  pesant  pour  descendre  d'un  point 
à  un  autre  dans  le  moindre  temps  possible.  En  désignant 
par  g  la  pesanteur^,  on  a 

(5)'  =  »e(-.-»-). 

en  désignant  par  x  les  ordonnées  comptées  verticalement, 
en  sens  inverse  de  la  pesanteur,  et  par  x,  eelle  du  point  le 
plus  élevé.  On  tire  de  là 

et,  pour  satisfaire  à  la  condition  donnée,  il  faudra  que 
l'intégrale  i      --  soit  minimum,  ou  que  l'intégrale 
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négative  |       âx\/- — '- —    soit    maximum;    ce    cjui 

donne  d'abord  les  équations 

d'où 

^  =  t,         =-z+c". 

Cette  équation  montre  que  la  courbe  est  compris^.'  dans 
un  plan  vertical.  Prenons  ce  plan  pour  plan  des  x  etj)'',  il 
est  connu,  puisqu'il  renferme  les  deux  points  donnés.  On 
a  alors  s  =  o,  et  il  ne  reste  que  l'équation 


Si  l'on  change  x,  — 


v/^- 


"V^=^ 


ce  qui  s'intégrera  facilement. 

Cette  courbe  est  une  cycloïde  dont  nous  allons  recon- 
naître la  position. 

B  et  C  [fig-  lo)  étant  les  deux  points  donnés,  la  trans- 
formation que  nous  avons  faite  revient  à  prendre  l'origine 
en  B,  et  l'axe  des  x  dans  la  direction  de  la  pesanteur.  Dans 
ce  système  d'axes,  une  cycloïde  dont  la  base  serait  BY  et 
l'origine  en  B  aurait  pour  équation  différentielle 

a  étant  le  rayon  du  cercle  générateur. 
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La  courbe  cherchée  est  donc  une  cycloïde  dont  la  Idqsc 
est  BY,  le  diamètre  du  cercle  gënérateur  -,  et  dont  l'une 
des  extrémités  de  la  base  est  B. 

La  constante  c  se  déterminera  en  exprimant  que  l'équa- 
tion finie  de  la  cycloïde  est  satisfaite  par  les  coordonnées 
du  point  C. 

290.  Supposons  maintenant  que  les  deux  points  ex- 
trêmes, au  lieu  d'être  fixes,  soient  assujettis  à  se  trouver 
sur  des  courbes  données.  On  parviendrait,  comme  dans  le 

premier  cas,  à  l'équatîon^  =  —z  -+•  c",  qui  prouve  que  la 

courbe  est  encore  située  dans  un  plan  vertical.  Ce  plan  est 
inconnu,  mais  l'équation  de  la  courbe,  rapportée  à  des 
axes  pris  dans  ce  plan,  n'en  aurait  pas  moins  la  forme  déjà 
trouvée  ;  d'où  l'on  conclut  que  cette  courbe  est  une  cycloïde 
dont  la  base  est  horizontale  et  dont  l'origine  est  au  point 
de  départ-  Tout  se  réduit  à  trouver  les  coordonnées  des 
deux  points  extrêmes  et  le  rayon  du  cercle  générateur.  Les 
deux  limites  étant  indépendantes  l'une  de  l'autre,  on  devra 
avoir,  pour  la  première,  l'équation 

(fl)|    r  '^rf.c  — (V— N/  — N'ï')  h":^,  — Kifr,  — N'^2,==^o. 

Dans  le  cas  actuel,  on  a 
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^  _—T  V'l+j"  +  s"  __  _  ^- 

ix,~^}'  2(.r,-^)  = 

L'équation  [a)  deviendra  donc 
L  înîégraiion  par  parties  donne 


=— "V  -i-c/  -h  c'z,'. 

Il  faut,  dans  cette  dernière  quantité,  substituer  à  x  succes- 
sivement ^s  et  Xi,  el  retrancher  le  second  résultat  du 
premier.    Pour    éviter   la    difficulté    relative     au    facteur 

(Xi  —  x)  ',  qui  devient  infini,  nous  prendrons  d'abord 
une  limite  diiFérente  de  ^i  el  nous  opérerons  les  réduc- 
tions, puis  nous  passerons  à  la  limite  Xi-  Les  trois  termes 
V —  cj' —  c'y,  relatifs  à  cette  limite  qui  tend  vers  Xi,  se- 
ront détruits  identiquement,  et  il  restera  enfin  l'équation 

(ô)  l-y  ^  cj'  +  c' ^■],S.r,-  cSf,-  c'Sz,  =  o. 

En  substituant  les  valeurs  de  V,  c,  c',  on  trouve 
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et  l'équation  (b)  devient 

dr,  3^:,  -(-  (/j-,  fy,  -h  dz,  3z,  ^  o. 

Elle  exprime  que  le  dernier  élément  de  la  courbe  cher- 
chée est  perpendiculaire  à  ta  direction  de  la  tangente  à 
lapremiére  courbe  donnée,  au  point  de  départ. 
L'équation  relative  à  la  seconde  limite  est 

(  V  -  Nj'  —  N'î'  ),  S:r^  +  H  iîj,  4-  WSz,  =  o 
on 

d^,  S^:,  -4-  dr,  Sy,  -^  dz,  Se.,  3=  o, 

ce  qui  montre  que  le  dernier  élément  de  la  cjcloïde  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  seconde  courbe  don- 
née, au  point  d' arrivée. 

Ces  diverses  conditions  déterminent  la  cycloïde  dont  le 
premier  élément  est  toujours  vertical,  et  la  base  hori- 
zontale . 

Si  les  deux  courbes  étaient  dans  un  même  plan  vertical, 
les  propriétés  que  nous  venons  de  démontrer  prouveraienL 
que  les  tangentes  aux  courbes  données,  aux  points  de  dé- 
part et  «l'arrivée,  sont  parallèles  entre  elles. 
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CHAPITRE  XXVI. 

CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FINIES. 


291.  On  appelle  différence  d'une  variable  l'accroisse- 
ment fini  qu'elle  reçoit.  Les  différences  des  fonctions  sont 
déterminées  par  celles  des  variables  dont  elles  dépendent  : 
ou  les  désigne  toutes  indistinctement  par  la  caractéris- 
tique A. 

La  différence  entre  les  deux  valeurs  que  prend  une  fonc- 
tion quand  la  variable  dont  elle  dépend  prend  deux  valeurs 
successives  se  nonunc  la  différence  première  de  cette  fonc- 
tion. Cette  différence  est,  en  général,  une  fonction  de  la 
même  variable,  et  sa  différence  première,  correspondant  à 
nn  nouvel  accroissement  égal  de  cette  variable,  se  nomme 
la  différence  seconde  de  la  fonction.  La  différence  de  la 
différence  seconde  est  la  différence  troisième  de  la  fonc- 
tion; et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  désigne  par  j(  cette  fonction, 
ses  différences  successives  sont  représentées  par 


292.  Supposons  généralement  que  la  différence  Ax  soit 
e  fonction  déterminée  y  {.i,'),  et  soient 


s  qui  eu  résultent  pour  la  variable  x  ; 
de  telle  sorte  que  l'on  ait 


équations  qui  pourront  encore  s'écrire  de  la  manière  s 


y  Google 


4o8 

LIVRE    IV. 

vante  : 

î-,  =3T  +  ajr, 

a;j:=ar-Hi,K-+-i/-,, 

X3  =  X  -i-  Ax  -h  à^t  +  iXi, 

ic„_i  ^  I  4-  Aa;  +  Hx,  4- ,  .  .  +  ûx„_i, 

Toutes  ces  expressions  peuvent  être  considérées  comme 
dépendant  uniquement  de  la  première  valeur  arbitraire  je; 
car  Aa;  étant  une  fonction  de  J7,  jc,  ou  x  4-  ^X  l'est  de 
même.  Ax,  ou  /"(x,)  est  donc  aussi  fonction  de  x  seule- 
ment, et  par  suite  aussi  x^,  qui  est  égal  k  x  -i-  Ax  +  AXf 
De  même,  Ax^  ou  /{x.^)  sera  fonction  de  x  seulement,  et 
par  suite  aussi  Xs  ;  et  ainsi  des  autres  indéfiniment. 

Il  est  encore  utile  d'observer  que  chacune  de  ces  valeurs 
successives  peut  se  lormer  de  la  précédente,  en  y  changeant 
X  en  X  +  Ax.  En  effet,  supposons  qu'il  en  soit  ainsi  jus- 
qu'à x,„^,  inclusivement,  et  changeons  x  en  x  +  Ax  dans 
■^M-i  :  sou  premier  terme  x  devient  x  -H  Ax;  son  deuxième 
terme  Ax  devient  Axi  ;  son  troisième  Ax,  devient  Axj, 
et  enfin  son  dernier  devient  Ax„_,  ;  par  conséquent,  a;„_( 
se  trouvera  changé  en  x^.  La  proposition  est  donc  générale, 
puisqu'elle  est  vraie  pour  x,.  Si  maintenant  on  consi- 
dère une  fonction  quelconque  u  =  o{x],  et  que  l'on  dé- 
signe par 


les  valeurs  correspondant  à  x,  Xi,--.,  x„,j  chacune  de 
ces  valeurs  successives  de  u  pourra  être  considérée  comme 
fonction  de  x  seulement,  et  se  déduira  de  la  précédente 
en  y  changeant  :*?  en  x  +  Ax;  car,  puisque  l'on  a  généra- 
lement 
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et  que  x,„  ne  dépend  que  de  x,  et  s'obtient  en  changeant 
X  enx  -+-  Ax  dans  x^^i,  u„  sera  aussi  fonction  de  x  seul, 
et  se  déduira  évidemment  de  u,„_,  par  ce  même  cTiange- 
meiit. 

293.  D'après  la  définition  que  nous  avons  donnée  des 
différences  successives, ladeuxième  différence  A^useral'ac- 
croissement  que  prendra  Au  quand  on  y  changera  x  en 
X  -H  Ax;  la  troisième  différence  A'it  sera  l'accroissement 
de  A*i(  résultant  du  même  accroissement  Ax  que  l'on  y 
iera  subir  k  x\  et  ainsi  de  suite. 

De  même,  Au,  étant  l'accroissement  de  u^  relatif  à  l'ac- 
croissement Ax,  donné  à  x,,  A'm,  sera  l'accroissement  de 
Au,  quand  on  y  fera  croître  Xj  de  Axi  ;  et  de  même  pour 
les  différences  suivantes.  On  voit  donc  que  les  différences 
successives  de  m,  seront  les  mêmes  fonctions  de  x,  que 
celles  de  u  le  sont  de  x;  et  il  en  sera  de  même  pour  les  dif- 
férences de  Us,  Ug, .  .  , ,  i[,„,  etc.  il  résulte  de  là  que  toutes 
les  différences  de  u,„  s'obtiendraient  en  changeant  x^^,  en 
x„  dans  les  différences  correspondantes  de  i(„_j  ;  et,  comme 
on  a  vu  qne  ce  changement  s'opère  en  substituant  x  +  Ax 
à  X  lorsque  l'on  considère  x„_i  comme  exprimé  en  fonc- 
tion de  X,  il  s'ensuit  que  les  diiférences  d'un  même  ordre 
quelconque  des  quantités 


se  déduisent  chacune  de  la  précédente,  en  y  changeant  x 
en  X  -+- Ax.  On  observera  encore  que,  pour  obtenir  A''up, 
c'est-à-dire  l'accroissement  de  A"""'i(p,  dans  lequel  on  change 
Xp  en  Xj,  +  Xp,  il  suffit  de  prendre  l'accroissement  que 
prend  A"~'  Up  considéré  comme  fonction  de  x,  dans  lequel 
on  changera  x  en  x  -H  Ax. 

Ces  propriétés  appartiennent  aux  différences  successives 
de  X,  comme  à  celles  de  la  fonction  quelconque  u. 
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294.  Il  est  facile  d'esjiriuier  la  différence  A'"  w  au  moyen 
de  m-j-  I  valeurs  u,  »,,  «j,.  .,.,  u„. 
Eu  effet,  on  a  d'abord 


Pour  obtenir  A^u,  il  faut,  dans  l'expression  de  Au,  chan- 
ger x  en  X  -i-  Ax,  et  en  prendre  l'accroissement  résultant. 
Cette  substitution  changeant  respectivement  ui  et  u  en  u^ 
et  u,,  on  trouvera 


De  même  A'm  sera  l'accroissement  de  l'expression  de  A^ii,  . 
dans  laquelle  on  changera  x  enx-{-  Ax,  et  l'on  aura 

On  voit  jusqu'ici  que  les  indices  de  u  décroissent  d'une 
unité,  depuis  l'ordre  de  la  différence  jusqu'à  zéro;  que  les 
coefficients  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  sont 
égauK  à  ceux  de  la  puissance  de  même  ordre  d'un  binôme. 
Or  la  manière  dont  on  passe  d'une  différence  à  la  suivante 
prouve  que  cette  loi  est  générale. 

En  effet,  si  l'on  a 

d"  «  =  u„  —  A,  H„_,  +  A,  u„_,  —  . . . 

-H  &-P  "n-p  —  Ap4.,  u„_p_,  + . , . , 
la  différence 


La  loi  des  indices  de  u  est  donc  la  même  pour  cette  dif- 
férence, et  les  coefficients  se  forment  de  ceux  de  la  précé- 
dente, en  ajoutant,  en  valeur  absolue,  chacun  d'eus  à  celui 
qui  le  précède  :  donc,  si,  pout  une  différence,  ces  coeffi- 
cients sont  ceux  de  la  puissance  du  même  ordre  d  un  bi- 
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iiôme,  tel  que  a  —  S,  ils  seront  soumis  à  la  même  loi  pour 
la  diiTérence  suivante.  Donc  cette  loi  est  générale,  puis- 
qu'elle a  été  reconnue  pour  la  seconde  différence. 
On  a  donc,  quel  que  soit  m, 


le  dernier  terme  sera  positif  si  in  est  pair,  et  négatif  dans 
le  cas  contraire, 

29S,  Réciproquement  on  peut  exprimer  u,„  au  moyen 
de  u  et  des  m  difierences   Am,  A'w,  — ,  ^'"u.  En  effet. 


1  général, 


on  voit  que,  si  l'on  a 

«„_,  =  i,-i-A,i!i-r  A,a'«  +... 

■+■Â|,APu-hAp^,^''^'u-^~. .., 
on  aura 

!i„=^a+A,  I  A«  -HAi  I  i=«-^.  .  .-f-Af,+,  I  AP-i-'u-h.  .  .» 
+  1     I         +A,  I  -hkp      \ 

Donc,  si  les  coefficients  des  termes  de  tt„_i  sont  ceux  du 
développement  de  (a  4- S)""',  les  coefficients  des  termes 
de  w„  seront  ceux  de  («  -H  6)"  :  quant  aux  indices  des  diffé- 
rences, ils  croîtront  de  môme  depuis  o  jusqu'à  n.  Or 
ces  lois  ont  lieu  pour  «a,  dont  elles  sont  générales,  et 
l'on  a 

L'analogie  entre  les  seconds  meralires  des  équations  (i) 
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et  (2)  et  le  développement  de  la  puissance  m  d'uu  bî- 
iiômc  permettent  de  îes  remplacer  par  les  équations  sym- 
boliques Irès-s  impies 

dans  lesquelles  il  faut  entendre  que  les  exposants  des  puis- 
sances de  u  et  Aw  sont  remplacés  par  des  indices. 

296.  Différentiation  des  fonctions.  —  La  diiiférence 
première  d'une  fonction  m  =  F(x)  est  F(^  4-  ^x)  — F(x). 
Voyons  ce  que  deviennent  cette  différence  et  celle  des  ordres 
suivants,  quand  on  prend  pour  F(jt:)  les  fonctions  simples 
x,„,  ai',  logx,  sinaa;,  cosrta;,  et  que  l'on  suppose  Ax 
constant. 

Soit  d'abord  u  =  Ax";  m  étant  positif,  on  aura 

'=  —  ''1      -,.    ,  ,    .   ,„l 


A2(  =  a!  m.Tf'-'iLX  H 


La  première  différence  d'un  monôme  est  donc  d'un 
degré  moindre  d'une  unité  ;  et  il  en  est  de  même  d'un 
polynôme  quelconque,  puisque  la  différence  d'une  somme 
est  la  somme  de  s  ■différences. 

Il  résulte  de  là  que  la  différence  m'*""  d'un  polynôme 
entier  du  degré  m  est  indépendante  de  x.  Soit,  par 
exemple, 

pour  la  trouver,  il  suffira,  dans  chaque  différence  succes- 
sive, de  considérer  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  :  car  les 
termes  fournis  par  les  autres  disparai  Iront,  au  plus  tard,  à 
la  dernière  difiérentiation  ;  donc  ils  ne  changeront  en  rien 
le  résultat.  Il  n'est  donc  nécessaire  de  calculer  que  la  diffé- 
rence m'^""  de  A:c"'. 

Sa  première  différence  a  pour  premiei'  terme 
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et  nous  négligerons  tous  les  suivants  dont  le  degré  est 
moindre.  La  difïërence  de  ce  premier  ternie,  dans  lequel 
nous  supposons  ix  constant,  a  pour  premier  ternie 

et  nous  négligerons  encore  les  suivants. 

En  continuant  ainsi,  on  arrive  évidemment  à 

a^a  =  Am  (m  —  i)  (m  —  2) .  -  .2. 1  A.^;". 

La  dîâërence  m''""  étant  constante,  quel  que  soit  x^  les 
différences  d'ordres  plus  élevés  sont  nulles. 

297,  Si  l'on  considère  le  produit  de  h  facteurs,  croissant 
par  degrés  égaux  à  Ar, 

on  trouvera  immédiatement 

Toutes  les  diiierences  suivantes  sont  nulles. 
Si  l'on  avait 


.i,T-».i..,i«+i»- 


l^j  . . .  (.ï  -I-  nàx} 


i)  (n  -\-- 1}  ix' 


et  ainsi  de  suite  indéliniment. 
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298.  La  formule  générale  (i)  devient,  dans  le  cas  de 

u  =  x'\ 

i-.  =  (.»  +  mto)--».[x +  („-,)  i,,]. 

Si  }n  =  7!,  le  second  membre  est  égal  à  i ,  2 . 3 .  .  .  n  ù^x'\ 
quel  que  soit  x.  Si,  dans  ee  cas,  on  fait  a;  ;=  o,  on  obtient, 
quel  que  soit  le  nombre  entier  n, 

Si  l'on  a  m^?i,  A"'ii  est  nul,  et  l'on  a,  en  faisant  x  ^^  o^ 

Ces  deux    formules   remarquables    sont  utiles   dans   la 
théorie  des  nombres. 

299.  Soit  maintenant 


onc 

300,  Soh 
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301.  Soit 


ûu  =  sin  [ax  -H  aix  +  6)  —  siii  (a,r  -i-  i) 

Si  it=r  cos(a^-)- J),  on  aura 

lu~cos{a3:-h  aàx  -\-  b)  ^  ca?,{ax  -{-  b] 
—  _       ■    ^^    ■    /  ^^    ■    i\ 

Au  moyen  de  ces  deux  formules,  on  obtiendra 

d' sin  [n^ -r- ê)  =  —  4sin' ~— sin  (aj:  +  aii,ï^  +  i), 
et,  en  général, 

ù'"sin(aj:  +  b)  =zh2"fsin^-^J   5in{aa:  +  ««i.c  +  El, 

H  sin  («^  +  &) -±  2"-^' (sin  î|^y™*'cos  [«^  +  (^  +  i^  «  û.r -^  t  ] 

les  signes  supérieurs  devant  être  pris  lorsque  n  est  pair,  et 
les  signes  inférieurs  quand  n  est  impair. 
On  ferait  un  calcul  semblable  pour  cosax. 

302,  La  différence  m'''"'  A"* m  peut  s'exprimer  générale- 
ment an  moyen  des  dérivées  de  u.  On  peut  aussi  la  repré- 
senter par  une  formule  symbolique  très-simple, 

On  a  d'abord 

du  d'il   4.r= 


Si  l'on  change  u  en  A»,  on  aura  A^u,  et  il  est  facile  de 
voir  qu'aucun  terme  ne  renfermera  une  dérivée  d'ordre 
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inférieur  au  second.  En  continuant  a 
ùyu  sera  de  la  forme  suivante  : 


les  coefficients  A,  Ai,- .  ■  étant  indépendants  de  la  forme 
de  la  fonction  u. 

Pour  les  déterminer,  posons  u  ^^  e"",  l'équation  devien- 
dra, en  supprimant  le  facteur  e*, 

et,  comme  A^  est  indéterminé,  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  devront  être  égaux  dans  les  deux  membres  ;  on 
connaîtra  donc  A,  A,, .  .  .  . 

La  valeur  de  ù,"'u  peut  se  représenter  par  une  formule 
symliolique,  en  observant  que  le  second  membre  de  la 
dernière  équation  se  changerait  dans  la  valeur  de  A"'u  si 

l'on  substituait  —  Ax  à  Ax,  et  que,  dans  les  puissances 

de  — I  l'exposant  du  numérateur  fût  changé  en  indice  de 

différentiation.  On  aura  donc,  dans  ce  sens. 

On  remarquera  aussi  que,  si  A'"u  doit  être  nulle,  quels 
que  soient  x  et  Ax,  il  faut  que  les  coefficients  de  toutes 

les  puissances  de  Ax  soient  nuls;  ce  qui  exige  --j—  =  o, 

Line  fonction  entière  du  degré  m  —  i. 

303.  Lorsqu'on  sait  trouver  la  différence  de  deux  fonc- 
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lions,  il  est  facile  de  trouver  celle  de  leur  produit,  ou  de 
leur  quotient,  au  moyen  des  formules 

A  (  av)  c:;  c  An  4-  u  ic  -!-  i«  if, 


.'(f  +  ûf) 


Si  l'on  considérait  les  produits  de  plus  de  deus  facteurs,  la 
formule  se  compliquerait  rapidement.  Dans  le  cas  où  ils 
seraient  égaux,  on  trouverait  immédiatement 
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CHAPITRE  XXYII. 

CALCUL  INVERSE  DES  DIFFÉRENCES. 


ZOé.  L'objet  qu'on  se  propose  dans  ce  calcul  est  de  re- 
monter de  la  diiïërencc  d'une  fonction  à  cette  fonction 
même;  ou,  plus  généralement,  de  déterminer  une  fonction 
quand  on  connaît  une  relation  entre  elle,  ses  différences 
d'ordre  quelconque  et  la  variable  indépendante, 

La  différence  d'une  quantité  indépendante  de  la  variable 
étant  zéro,  il  s'ensuit  que,  lorsqu'on  aura  trouvé  une  fonc- 
tion d'après  une  différence  donnée,  on  pourra  lui  ajouter 
une  constante  arbitraire,  et  l'on  aura  une  solution  plus 
générale  de  la  question;  mais  ce  ne  serait  pas  la  plus  géné- 
rale, comme  dans  le  Calcul  infinitésimal  ;  et,  pour  l'obtenir,  . 
il  faudrait  ajouter  à  la  fonction  trouvée  la  fonction  la  plus 
générale  ayant  pour  différence  zéro. 

Or,  si  l'on  donne  à  a:  l'accrois  sèment  Ax,  toute  fonction 
périodique  de  x  ayant  Aar  pour  période  prendra  un  ac- 
croissement nul,  à  partir  d'une  valeur  quelconque  de  ar; 
et,  réciproquement,  il  n'y  a  qu'une  pareille  fonction  qui 
soit  dans  ce  cas  pour  toute  valeur  de  x.  On  voit  donc  que, 
lorsqu'on  donne  l'expression  de  la  différence  d'une  fonc- 
tion de  X,  relative  à  la  différence  Ax  de  cette  variable,  il 
suffira  de  connaître  une  fonction  particulière  qui  satisfasse 
à  la  question;  et  l'on  obtiendra  la  solution  la  plus  générale 
en  lui  ajoutant  une  fonction  périodique  arbitraire,  ayant 
pour  période  la  différence  donnée  Ax. 

On  sait  que  toute  fonction  périodique  peut  être  repré- 
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seiitée  par  une  série  convergente,  dont  le  terme  de  rang 
n-^i  a  la  forme 


/  étant  la  grandeur  de  la  période.  On  voit  donc  que,  dans 
le  problème  inverse  des  différences,  la  constante  arbitraire 
sera  remplacée  par  une  série  dont  le  premier  terme  sera 
constant,  et  le  terme  de  rang  «  H-  i , 

C'est  là  ce  que  nous  désignerons,  pour  abréger,  sous  la  dé- 
nomination de  constante  arbitraire. 

Si  cette  quantité  devait  être  constante  quel  que  fût  Ax, 
alors  l'étendue  de  la  période  étant  nulle,  on  atirait  une 
quantité  absolument  indépendante  de  x. 

Nous  représenterons  par  S  m  la  fonction  générale  dont  la 
diflérence  première  est  u  ;  par  E^  u  celle  dont  la  différence 
seconde  est  m,  et  ainsi  de  suite. 

305.  Si  l'on  considère  une  valeur  quelconque  x„  de  la 
variable  et  une  autre  valeur  x  telle  que  x„=:  x  -{-  n  Ax, 
n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  il  est  facile  d'expri- 
mer l'accroissement  que  prend  la  fonction  F(:c)'  dont  la 
différence  est  m,  lorsque  la  variable  passe  de  x  à  x„;  car 
il  est  la  somme  des  accroissements  correspondant  aux  va- 
leurs X,  x-{-  A.r, . .  . ,  x-i-  [n  —  i)  A^,  et  sa  valeur  est, 
par  conséquent, 

on  a  donc 

F(,.„)  =  F(^)  +  «  +  «,  ■-[-..  .4- «„-,. 

La  fonction  F(x),  dont  la  différence  est  w,  peut  être  con- 
sidérée comme  renfermant  une  constante  arbitraire,    ou 
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plutôt  comme  étant  elle-même  une  constante  arbitraire,  si 
ion  particularise  la  valeur  x. 

Si  on  la  désigne  par  C,  et  qu'on  représente  par  S«„  la 
fonction  la  plus  générale  qui  a  pour  diflërence  «„,  on  aura 
la  formule  s 


306.  Il  est  nécessaire  d'observer  que  la  fonction  pé- 
riodique qui  entre  dans  C  devra  être  traitée  comme  une 
quantité  indépendante  de  x  dans  les  intégrations.  En 
ellet,  supposons  qu'on  cherche  la  fonction  la  plus  géné- 
rale dont  la  différence  soit  la  fonction  ç,  dont  la  période 
est  Ax.  Si  l'on  considère  une  valeur  quelconque  de  x,  et 
toutes  celles  qui  en  diffèrent  d'un  multiple  quelconque 
de  ^Lc,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  cher- 
chée seront  les  mêmes  que  si  y  était  remplacée  par  une 
constante  égaie  à  sa  valeur  relative  à  la  première  valeur 
de  x.  Donc,  en  traitant  tj  comme  on  traiterait  une  quantité 
indépendante  de  x,  on  aura  la  fonction  dont  la  diiï'érence 
est  ç. 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  bien  facilement.  En  eifet, 
la  fonction  dont  la  différence  est  une  quantité  a,  indépen- 
dante de  X,  est— — hC,  C  désignant  une  constante  arbi- 
traire dans  le  sens  déjà  défini. 

Or  la  différence  de  —  est  c^  ;  donc  —  -|-  C  sera  la  fonc- 
tion la  plus  générale  ayant  pour  différence  ç;  et,  comme 
elle  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  changement  de  a 
en  (^,  il  s'ensuit  que  ces  fonctions  périodiques  doivent  être 
traitées  dans  les  intégrations  comme  les  constantes  propre- 
ment dites. 
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Intégration  des  fonctions. 

307.  Nous  commencerons  par  faire  observer  que  tout 
facteur  constant  peut  être  placé  indifféremment  sous  le 
signe  S,  ou  en  dehors',  et  que  l'intégrale  S  d'une  somjne 
est  la  somme  des  intégrales  des  parties  qui  la  com- 
posent. 

Cherchons  d'abord  l'intégrale  de  a:'",  c'est-à-dire  la  fonc- 
tion qui  croît  de  x""  quand  on  y  donne  à  x  l'accroissement 
Ax,  et  qtie  nous  désignons  par  Sx"';  pour  cela,  remar- 
quons que  l'on  a 

A( j^+')  =  [m  +  i) .X-'  Ar  +  (_'^_±ill^  ^™-, i^_^.  + .  .  .  _H  ^x"'-^'  ; 

prenons  maintenant  l'intégrale  de  chaque  membre  et  con- 
sîdéi'ons  la  constante  arbitraire  comme  renfermée  dans  les 
ndiquées;  nous  obtiendrons 

■'  =  {m  +  ï)  At  2  a:-  4-  ■      '^''"'  ij^=  V  3f-' 


I  i.a.3        ^ „-nZ,'- 

Si  l'on  donne  suocessivement  à  m  les  valeurs  o,  j,  a,. . ., 
on  obtient,    en   désignant   par   G   une    eonstante    arbî- 
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V    r'—  ~ - 

(3)       /  Zd      —  3A^       2' 


Connaissant  Sx",  on  pourra  déterminer  'Z'x"'  en  cKer- 
cliant,  d'après  les  formules  précédentes,  l'intégrale  de  cha- 
cune des  parties  de  Sx'",  en  ajoutant  ensuite  une  constante 
arbitraire.  On  trouvera  ainsi  S'x"",  S^x'", . . . ,  et  à 
chaque  intégration  il  s'introduira  une  nouvelle  constante 
arbitraire. 

308.  JNous  avons  obtenu  précédeniment  la  formule 

l[,(»+lx)...(«  +  „A«)l 

„(,  +  4,r)(.H-aii)...{.r  +  »ix)(»  +  ,)i.i; 

donc 

]\ous  avons  encore  trouvé 

_i 1         -("-njA» 

(.1+  il)...!,!  +  na,r)J       «(»,  +  i.r)...[.,  +  (,.+.)a*]' 


't 
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donc 


2.-1^ 


=  (»  +  ,)li.,r(.^+l^)...(m;ï^  "*'''• 

309.  Déterminons  maintenant  S«^,  Nous  avons  vu  que 
l'on  avait 

»«•  =  '■•('■"-■)! 

on  aura  donc,  en  intégrant  les  deux  membres,  puis  divi- 
sant par  a'"—-i, 

et,  par  suite, 


2''~'C  36  déterminera  par  le  moyen  des  équations  (3), 
cherchant  successivemenuS' C,  S^C,. . .  ■ 

310.  JXous  avons  trouvé 

Intégrant  les  deux  membres,  et  remplaçant  j;  H — —  par 
on  obtient 
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311.  Développements  de    l'intégrale  S  en  sérias.  — 
Nous  avons  trouvé  précédemment  la  formule 


Si  l'on  suppose  que  la  valeur  u  corresponde  à  :i7  :=  o,  et 
que  Un  corresponde  à  ;*■=;  nAx  et  soit  désigné  par  h^;,  on 


Soient 


£(£-)(£-') 


iK,  =  :.,      u,^1v,      Au  =  v„ 


formule  qui  donne  l'intégrale  de  c  au  moyen  des  valeurs 
de  c  et  de  ses  différences  relatives  à.  x=:  o,  et  de  la  con- 
stante arbitraire  C,  qui  est  la  valeur  que  doit  avoir  2  v  pour 
x  =  o. 

Si  les  différences  deviennent  nulles,  à  partir  d'un  cer- 
tain ordre,  la  série  est  composée  d'un  nombre  fini  de 
termes. 

Si  l'on  demandait  l'intégrale  seconde  d'une  fonction,  on 
connaîtrait  la  différence  seconde  de  l'intégrale.  Ainsi,  dans 
le  développement  de  m^,  on  connaîtrait  A'«,  A^«, . . . ,  et 
l'on  pourrait  prendre  arbitrairement  u  et  Au. 

Posant 


yGoosle 


INTÉGJIATION    DES    ÉQTJATIOHS    DIFFÉRENTIELLES.        4^^ 

OQ  aurait 

^  A3;  1.2  0        ■  ■  ■ , 

C  et  C  étant  deux  eonstantes  arbitraires.  On  détermi- 
nerait ainsi  une  somme  d'un  ordre  quelconque,  au  moyen 
de  la  lonetion  donnée  f  et  de  ses  diiférences,  dans  lesquelles 
on  ferait  x  =  o.  Il  est  facile  de  voir  que  l'on  pourrait  partir 
de  toute  autre  valeur  particulière  de  x. 

312.  On  peut  encore  exprimer  l'intégrale  S  «  au  moyen 

de  l'intëerale   1  udx  et  des  fonctions  u,  -^i  -r-rj  ■-  ■  * 
J  ^  dsc    dx^ 

En  effet.  le  théorème  de  Taylor  donne 


•^  du.         A.r'  ^  d''u  A.r^     .ç,  d^u 

Si  l'on  prend  toutes  les  sommes  nulles  pour  x  =  x^,  et 
qu'on  désigne  par  «o  la  valeur  de  u  correspondant  à  Xf,, 
on  aura 

ti  du         i,c'  ^p  d'il  ^.T^     ICI  d^n 


dZ  ^  ~Ki  Ti^i  'di-'  "  1.2.3  ^iinF 

Oi  1  on  remplace  successivement  u  par  I     u  ax  et  par  —  ; 
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■— — )  •  ■  ■  1  011  ohtieiit 

■^    du    I  ÛJ;  -^d'ji  ia:'      -ryil'u 

2à  d^    ~"Eâ^  "     "TTa^'^^TTO^-'jI?  ' 

ri  d'il  I     du  A.r   rirf'u  i.r'      ■^  d' li 

■Zà  "d^  ~  ûa;  rf^         i.'i.-Zà  d-r'        i  .2.3  ^  i^.r'  '    ' 

^  rf'u  I    </'«        û^  ri  d'u  A,r'     nri  <:?*« 

^d?'  ~â^rf^~"~7T2^1?~  1.2.3  .^"51^  "' 

les  termes  en  deliors  des  signes  2  devant  être  pris  entre  les 
mêmes  limites  xo,  x. 

Reportant    dans    la    valeur    de    Su    celles    de    y.  r^' 

2  -—  5  ■  ■  ■  )  on  obtient  une  érpation  de  la  forme 

*i  I      C  u—u„  du  d^u 

^  Six  J^  2  dx  dx^ 

On  déterminera  les   coefficients    A,  B, ...,    en   posant 
M  =:  e*  et  xo  =  —  co  ,  ce  qui  donne  l'identité 

,^  J ^(- +  A  A.r  -H  B  û,):'  -+-...  V 

Le  développement  du  premier  membre  fera  connaître 

immédiatement  les  coefficients  A,  B,  C Or  il  est  facile 

de  démontrer  que  tous  ceux  qui  multiplient  les  puissances 
paires  de  Ax  sont  nuls.  Pour  cela,  nous  ferons  passer  le 
terme dans  le  premier  membre  ;  îl  suffira  alors  de  faire 

voir  que  l'expression  résultante  jouit  de  la  propriété  de 
changer  de  signe  sans  changer  de  valeur  lorsque  l'on  y 
change  ùx  en  ■ — Ax;   ou,  en  d'aulres  termes,  que  l'on  a 
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identique  ment 


ce  qui  se  vérifie  immédiatement. 
On  a  donc 

B  =  o,     D  =  o,     Y  =  o 

On  trouvera  ensuite 

"12*        ^       720' 
et,  par  suite. 


Les  coefficients  numériques  qui  multiplient  — i  -    ^   ,? 
se  nomment  les  nombres  de  Bernoulli.  Les 


a. 3. 4. 5. 6 
valeurs  sont 


La  formule  de  Bsp_i  est  assez  compliquée. 

En  faisant  usage  de  ces  nombres,  la  formule  (i)  devient 

J2.=iX:--^^-,^[£_(£).] 


y  Google 


Sommation  des  séries. 

313.  Si  l'on  considère  la  suite  des  valeurs  que  prend  une 
fonction  «  de  ;c,  lorsque  jc  croît  par  degrés  égaux,  depuis 
une  certaine  valeur  jusqu'à  une  autre,  on  aura  une  série 
dont  la  différence  sera  la  fonction  w,  dans  laquelle  on  don- 
nera à  :c  sa  dernière  valeur  augmentée  de  Ax. 

En  effet,  posons 

M  =  nlix     et     Su„  =  a-h /!,-+■  a.,-\-...+  u,„ 

le  premier  terme  u  correspondant  à  x  =  o. 

Si  l'on  augmente  x  de  A;r,  n  augmente  de  i ,  et  la  série 
augmente  de  h^,  ;  elle  est  donc  renfermée  dans  l'expression 
générale  de  S«„^,,  et  l'on  a 

Sa„  =  2«„^.,-+-c    ou    Su,  =  2«„-f-u„  +  c, 

la  constante  arbitraire  devant  être  déterminée  par  la  condi- 
tion que  les  deux  membres  soient  égaux  pour  une  certaine 
valeur  de  n. 

Si  l'on  suppose  les  accroissements  de  la  Variable  égaux  à 
l'unité,  ce  qu'on  peut  toujours  faire  par  un  changement  de 
variable,  on  aura 

Appliquons  cette  formule  à  la  recherche  de  la  somme  de 
quelques  suites, 

31-i.  Supposons  d'abord  u^  =  jC",  c'est-à-dire  cherchons 
la  somme  des  puissances  m  des  nombres  entiers,  depuis  o 
jusqu'à  x;  on  trouvera,  en  faisant  usage  de  la  formule  que 
nous  avons  donnée  pour  Sx'",  et  observant  que  la  constante 
doit  V  être  supposée  nulle, 

J -,  ,  .     ._._>.,,  ■„-(-+'). 
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■*  4^4  4 

5  2  3  oi> 

I  I  5  1 

S.r'  =  (-l-32  4-243  +  ...4-.r'=;g.r«  +  -^'+  — :t'— —  a 

31S.  Nous  avons  trouvé  précédemment 

û.^(^-4-A^)...[,K  +  (7;-l)û.r] 

=  (^  +  A.}{,r  +  2A.)...[.+  («-l)H"^-- 

Donc,  en  changeant  «  en  ii-i-i, 
Si  l'on  eonsidère  de  même  la  formule  déjà  trouvée 


on  aura,  en  intégrant, 

S,,(»+i,)...i,+(,^,)'>ii 
="(„^,)i»^(«+««)-'-['+("-=')''i"*'°' 


D'après  cela,  il  est  facile  de  sommer  les  suites  dont  les 
termes  généraux  sont  les  expressions  qxie  nous  venons  d'ïn- 
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icgrer,  et  l'on  obtient  les  formule; 


.l)(.H-a)...(.  +  «J-^{.  +  ^)(.  +  3>..(.  +  ^-M) 


en  supposant  que  le  premier  terme  de  chacune  de  ces  deux 
suites  corresponde  à  :c  =  o. 

316.  Passons  aux  fonctions  transcendantes,  et  cherchons 
d'abord  So^. 

Nous  ayons  trouvé 

et  l'on  doit  avoir 

donc 

8^'=-^-^^- hc. 

Si  le  premier  terme  de  la  suite  correspond  à  x  =  o,  on  de- 
vra avoir 

1  =  — H  c,     d'où     c  ^  —  ~^- — ■ 

317.  Déterminons  encore  Ssin(«X'+-è),  Scos(ax  +  5). 

Ona 

S  sm(fla:  +  b)—lûaia:c  +  aù.v  +  b)-hc 

i  /  uAx        ,\ 

^^^ _  nos    ajT-l-  - — ■  -^-  b]  +c. 
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Si  les  séries  doivent  commencer   à  :t=Oj  on  irouvera, 
pour  la  première, 


et,  pour  la  seconde, 


Sco3(iï. 
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FORMULES  D'INTERPOLATION. 


318.  Lorsque  l'on  connaît  un  certaiu  nombre  de  valeurs 
d'une  fonction  correspondant  à  des  valeurs  données  de 
la  variable  x,  et  que  l'on  veut  déterminer  celles  qui  se 
rapportent  à  des  valeurs  intermédiaires  de  x,  l'opération 
qui  y  conduit  se  nomme  interpolation.  L'objet  qu'on  se 
propose  en  général,  dans  cette  recherche,  n'est  pas  d'avoir 
des  valeurs  exactes ,  mais  d'obtenir  le  plus  simplement 
possible  des  valeurs  qui  aient  un  degré  suffisant  d'approxi- 
mation. 

Dans  le  n"  3H,  nous  avons  trouvé  la  formule 


-  ^^u  H 


u  désigne  la  valeur  de  la  fonction,  pourir  =  o,  et  les  va- 
leurs de  X  croissent  par  intervalles  constants  égaux  à  Ax. 
Cette  série  se  termine  à  A"u  si  la  différence  de  l'ordre  n  est 
constante . 

Or,  si  l'on  donne  les  valeurs  w,  «,,  Kj,  . . . ,  «„,  et,  par 
suite,  u,  Au,  A'  M, ... ,  A"w,  on  pourra  se  proposer  de  trou- 
ver la  fonction  u^  par  la  condition  de  reproduire  les  va- 
leurs particulières  h,  iti,. . .,  ii„,  lorsqu'on  donnera  à  x  les 
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valeurs  o,  Ax,...,  «Ax,  et,  de  plus,  d'avoir  sa  différence 
n"""  constante,  ce  qui  simplifiera  la  formule. 

Ainsi  la  formule  (i),  arrêtée  h  A"u,  donnera  pour  M^une 
fonction  du  degré  n  en  x,  qui  satisfera  aux  conditions  de- 
mandées; et,  si  on  la  considère  comme  exacte,  elle  fera 
connaiti'e  les  valeurs  de  u^  correspondant  à  une  valeur 
arbitraire  de  x;mais  it  est  convenable  de  ne  1  employer  que 
pour  des  valeurs  comprises  entre  o  et  kAjc,  à  moins  que 
l'on  ne  sache  que  les  différences  des  ordres  supérieurs  à  n 
peuvent  être  négligées  sans  erreur  sensible. 

Si  la  première  valeur  u  de  la  fonction  correspondait  à 
x  =  x„et  non  à  a;  =^  o,  la  formule  (i)  ne  subsisterait  plas, 
et  l'on  devrait  y  remplacer  ce  par  x  —  X(,. 

319.  Lorsque  l'on  connaît  «,  Au,. . .,  A"u  et  que  A''« 
est  constante,  on  formera  chacune  des  diverses  valeuj's  de 
A"~'it  en  ajoutant  A"«  à  la  précédente.  On  obtiendra  de 
même  chacune  des  valeurs  de  A"~'  u  en  ajoutant  à  la  pré- 
cédente sa  différence,  el  ainsi  de  suite  jusqu'aux  diverses 
valeurs  de  u,  depuis  la  première  jusqu'à  l'infini. 

Ce  procédé  est  employé  pour  la  formation  des  Tables, 
soit  d'après  un  certain  nombre  de  termes  connus  entre  les- 
quels on  veut  en  placer  d'autres,  soit  d'après  une  équation 
exacte,  mais  d'une  application  peu  commode. 

320.  Quelque  rapprochés  que  soient  les  termes  consécu- 
tifs d'une  Table,  on  a  souvent  besoin  d'en  considérer  d'iix- 
termédiaires,  et  l'on  peut,  la  pîupait  du  temps,  considérer 
les  différences  secondes  comme  nulles.  Dans  ce  cas,  en  sup- 
posant la  valetir  de  X  comprise  entre  Xn  et  .ro4- Ax,  la 
formule  (i)  donnera,  en  y  remplaçant  x  par  X  —  Xn, 


Calcul/.  D.-U. 
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Si  «r  était  donné  et  cjue  x  fût  rmcommc,  on  tirerait  du  là 


Si  l'on  ne  peut  Hégliger  que  les  différences  troîsîcmes,  on 
prendra  un.  terme  de  plus  dans  la  formule  (i).  Dans  ce  cas, 
la  formule  ne  donnerait  pas  aussi  facilement  x  d'après  u^, 
parce  que  l'équation  est  du  second  degré  en  a:  :  la  difficulté 
serait  encore  bien  plus  grande  si  l'on  prenait  un  plus  grand 
nombre  de  termes.  On  emploierait  alors  les  procédés  d'ap- 
proximation que  fournit  la  théorie  des  équations  numé- 
riques. 

321.  La  formule  (i)  suppose  que  les  valeurs  de  x  crois- 
sent par  degrés  égaux,  ce  qui  n'arrive  pas  toujours.  Kous 
allons  faire  connaître  une  formule  qui  donne  la  valeur  de 
la  fonction,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  u^,  «,,1(5,.  ,  .,  u„ 
qu'elle  prend  quand  x  a  les  valeurs  arbitraires 

Nous  prendrons  encore  une  fonction  entière  et  rationnelle 
de  Xf  de  degré  n  :  elle  renfermera  n  -j-  i  coefficients  indé-- 
terminés,  et  l'on  pourra,  par  conséquent,  l'assujettir  aux 
«  + 1  conditions  données. 
Soit  donc 


D'après  la  tliéorîe  des  équations  du  premier  degré, 
valeurs  de  a,  6,...,  (a  contiendront  Uo,  «i,.,.,  «„  en  fa» 
à  leurs  différents  termes,  de  sorte  que  u^  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

tt.  =  X;/,  +  S,  «,  -1-  X,  H,  + . , .  4-  X„  j;„. 


yGoosle 


INTÉGRATION  DES  éqdAtions  diffêrehtiblles.  435 
Or  u^  se  réduit  à  Uq  pour  x  =  Xt,;  on  y  satisfera  donc  si 
X  devient  alors  égal  à  i  et  si  X,,  Xs, . .  . ,  X„  deviennent 
nuls,  c'est-à-dire  s'ils  sont  divisibles  par  x  —  ,i;„.  Il  en  serait 
de  même  pour  chacune  des  autres  valeurs  de  :ï:  ;  on  prendra 
donc  pourX  le  produit  d'une  constante  par  tous  les  fac- 
teurs x —  ^o)^  —  Xi,...,x — jc„, excepté  x  —  Xoj  pour  X, 
le  produit  d'une  autre  constante  par  les  mêmes  facteurs, 
excepté  x  —  Xi-,  et  ainsi  de  suite.  Par  là  on  voit  qu'en 
substituant  chacune  des.  valeurs  de  x  il  ne  restera  que  le 
terme  où  entrera  la  valeur  correspondante  de  u^  ;  et  il  n'y 
aura  plus  qu'àrendre  égal  à  l'unité  son  coefficient. Soienta^p 
une  quelconque  des  valeurs  données  de  .r,  et  «^  la  valeitr 
correspondante  de  «j^.Xp  renfermant  les  facteurs  x^—Xo,..., 
X  —  x„,  excepté  x  —  Xj,,  il  est  évident  que,  si  on  le  prend 
égal  à  ce  produit  divisé  par  la  valeur  que  prend  ce  même 
produit  (juand  on  y  fait  x  ^^  x,,^  Xp  se  réduira  à  i  pour 

X  :=^Xj,. 

Les  quantités  X,  Xi, .  .  . ,  X„  seront  donc  ainsi  détermi- 
nées de  manière  que  l'équation  du  degré  n  en  a:,  qui  donne 
la  valeur  de  it^.,  soit  satisfaite  par  les  n  +  t  couples  de 
valeurs  données  ;  et  aucune  autre  expression  du  même  de- 
gré ne  pourrait  devenir  égale  aux  mêmes  valeurs  «„,...,»„ 
pour  les  mêmes  valeurs  de  x,  sans  eoïneider  avec  elle. 

La  formule  elicrehée  sera  donc 


(■'- 

-.,)(-- 

-.rO 

...(»- 

~I.) 

("'r 

-.-,)('.- 

-X,) 

...(^.- 

-•^.) 

(*- 

-«,)(i- 

—,) 

...(^- 

-^n) 

(^,- 

--.)(-.- 

...(^,- 

-^™) 

(x- 

-«:.)..■ 

{'- 

«„) 

Lagrangc  a  donné  une  autre   formule   d'interpoalti 
procédant  suivant  les  sinus  des  multiples  d'un  certain  ; 
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et  qiii  l'a  conduit  à  une  formule  renfermée  dans  celle  du 


Approximation  des  quadratures,   des  cuhatuie. 
et  des  rectifications. 


322,  Toutes  ces  questions  se  ramènent,  comme  nous 
l'avons  vu,  à  une  ou  plusieurs  intégrations  par  rapport  à 
une  seule  variable,  entre  des  limites  déterminées.  Il  suffit 

donc  de  considérer  l'intégrale  j      f[x)dx. 

Ou  peut,  poin-  en  déterminer  la  valeur,  prendre  la  for- 
mule (i)  du  n"  312,  qui  donne,  en  remplaçant  Ax  par  S 
et  supposant  u  =f[x), 

Si  l'on  suppose  à  asses  petit  pour  qu'on  puisse  négliger  d^, 
on  aura  simplement 

Si  l'on  regai-de  f{x)  comme  l'ordonnée  d'une  courbe, 
cette  dernière  expression  est  celle  de  la  somme  des  trapèzes 
compris  entre  les  ordonnées  successives,  les  cordes  de  la 
courbe  et  l'axe  des  x. 

323.  On  peut  encore  employer  la  formule  d'interpola- 
tion (i)'ivi  n"  318  pour  représenter  l'ordonnée  de  la  courbe^ 
puis  l'intégrer  entre  les  limites  données  :  ce  qui  n'offrira 
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;  difficulté,  puisque  celle  expression  est  entière  et 
rationnelle. 

L'emploi  de  cette  formule  revient  à  remplacer  la  courbe 
dont  il  s'agit  par  la  parabole  de  degré  n  —  i ,  qui  a  n  points 
communs  avec  elle. 

Quelquefois,  au  lieu  de  prendre  cette  dernière  courbe, 
on  considère  une  suite  de  paraboles  du  second  degré  pas- 
sant chacune  par  trois  des  points  donnés,  et  l'on  remplace 
les  parties  correspondantes  de  l'aire  cliercliée  par  les  aires 
de  ces  diverses  paraboles,  comprises  entre  les  deux  or- 
données extrêmes  qui  s'y  rapportent.  Il  faut,  pour  cela, 
que  l'intervalle  h  — a  soit  partagé  en  un  nombre  pair  de 
parties  ;  et  chaque  parabole  donnera  l'aire  ayant  pour  base 
deux  de  ces  parties  consécutives. 

L'équation  de  la  parabole  du  second  degré,  passant  par 
les  points  dont  les  abscisses  sont  o,  Ax,  aAx,  elles  or- 
données yoj  fi-tyi,-,  est 


-Ar„- 


son  aire  entre  les  ordonnées  j-o,^a  est 

^^  1  7.J9  -\~  2  Aj„  -4-  -^  A'j'o  )  ) 

On  aura  de  même  l'aire  comprise  entre  j"î  elj^t,  entre j>'4 
et  ji^  et  enfin  entre  _/5„_g  et  yi„\  et  il  faudra  faire  la 
somme  des  expressions  suivantes,  dans  lesquelles  y^^ 
)',,,..,  j-j  désignent  les  valeurs  de  ^/"(x)   relatives  aux 
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et  t  OU  0 

■.  +  n^: 

'3 

(7. 

+  ir. 

+r.) 

3 

(J. 

+  47. 

+7.) 

-3-(j!;,->+4ji"-.+J:^;^)- 

L'aire  cherchée,  ou  Tîntégrale  /    ^(x)  dx,  aura  ainsi  pour 
valeur  approchée 
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CHAPITRE  XXIX. 

COURBURE  DES  SURFACES. 


32i,  Une  surface  ne  pouvant  avoir,  en  général,  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  une  sphère,  on  ne  peut  rapporter 
la  courbure  des  surfaces  à  celle  de  la  sptère,  comme  on  a 
rapporté  la  courbure  des  ligues  à  celle  du  cercle.  Pour  se 
faire  une  idée  de  la  courbure  d'une  surface  en  un  de  ses 
points,  l'un  des  moyens  qu'on  emploie  consiste  à  faire  des 
sections  dans  cette  surface  par  des  plans  passant  par  le 
point  que  l'on  considère,  et  à  déterminer  la  courbure  des 
lignes  ainsi  obtenues.  Les  sections  qu'il  parait  le  plus  na- 
turel d'examiner  sont  celles  qui  sont  faites  par  des  plans 
normaux  à  la  surface  :  c'est  par  elles  que  nous  commence- 
rons; nous  verrons  ensuite  comment  leur  courbure  déter- 
mine înunédiatement  celle  des  autres. 

Soit  z  =:F  {x,j)  l'équation  de  la  surface;  nous  suppo- 
serons, pour  plus  de  simplicité,  ijue  l'on  ait  choisi  le  plan 
tangent  au  point  que  l'on  considère,  pour  plan  des  x  et 
j',  et  la  normale  pour  axe  des  z  ;  les  propriétés  indépen- 
dantes des  axes,  que  nous  découvrirons  ainsi,  auront  le 
même  degré  de  géncralilé  que  si  le  système  d'axes  avait  été 
tout  autre. 

Un  cercle  situé  dans  un  plan  passant  par  l'axe  des  s  ci 
langent,  à  1  origine  des  coordonnées,  à  la  section  faîte  par 
ce  plan  dans  la  surface,  aura  pour  équations 

d'où 
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Pour  qu'il  y  ait  un  contact  du  second  ordre  avec  la  sec- 
tion, il  faut  que  ■— ■  ait  la  même  valeur  dans  l'une  et  l'autre 
courbe.  Or  la  dernière  équation  diiïcrentiée  deux  fois 
donne 

A  l'origine,  on  a 


,  +  m'~.  R  -_  =  o,      R  =  — jî— ) 

-~  n'étant  pas  une  dérivée  partielle.  Pour  en  obtenir  la 

valeur,  il  faut  remplacer  y  par  mx  dans  l'équation  de  la 

surface,  puis  difîérentier  deux  fois  par  rapport  à  x,  et  faire 

X,  j-,  z  nuls  :  on  trouve  ainsi,  pour  valeur  de  la  dérivée 

,     d'z 
totale  -— , 

r-\-ism  4-  tiïi', 

;■,  *,  t  désignatit  respectivement  les  dérivées  partielles 

/Pz  d'i  d^ 

d?''      ~d:r.  dy  '      W'' 

Le  rayon  de  courbure  E.  de  la  section  normale  aura  donc 
pour  expression 


Il  restera  toujours  fini  et  de  même  signesi  1'ona.s'— rf  <;<); 
la  courbure  sera  donc  toujours  dans  le  même  sens.  Il  de- 
viendra infini  et  changera  de  signe  si  s^  ^  <■(  )>  o  ;  la  coui-- 
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bure  changera  alors  de  sens.  Si  s^  —  i-t  :^  o,  il  devient  in- 
fini sans  changer  de  pigne. 

32^.  Sî  l'on  cherche  le  maximum  et  le  minimum  An 
cette  expression  relativement  à  la  variahle  m,  on  con- 
naîtra le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  de  courbure  des 
sections  normales.  L'équation  qui  détermine  ces  valeurs 
particulières  est 
(a)  ,™-+(.-,)».-.  =  o. 

Les  deux  racines  de  cette  équation  sont  réelles  et  de 
signes  contraires;  substituées  dans  la  seconde  dérivée  deH, 
elles  donnent  des  résultats  de  signes  différents,  et,  par 
conséquent,  correspondent,  l'une  à  un  maximum,  l'autre 
à  un  minimum  algébrique. 

Le  produit  de  ces  deux  racines  étant  —  i ,  les  deux  plans 
qui  renferment  les  sections  de  plus  petite  et  de  plus  grande 
courbure,  et  que  nous  nommerons  sections  principales, 
sont  rectangulaires  entre  eux. 

326.  Si  l'on  prend  ces  deux  plans  pour  plans  des  x,  z  et 
des  j-,  r,  l'expression  générale  de  R  se  trouve  simplifiée  ; 
car  les  deux  racines  de  l'équation  (2)  devant  être  alors  o 
et  00  ,  on  devra  avoir  *  :^  o,  et,  par  suite, 


Dans  le  cas  actuel,  deux  valeurs  de  B.  suflSraient  pour 
déterminer  r  et  t;  ainsi,  quand  on  connaît  la  direction  des 
sections  principales,  les  courbures  de  deux  sections  nor- 
males quelconques,  de  position  connue,  déterminent  toutes 
les  autres. 

Si  l'on  désigne  par  p,  p'  les  rayons  maximum  et  mi- 
nimum, on  aura 
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On  peut  donc  exprimer  R  en  fonction  de  f 


Si  l'on  désigne  par  c  la  courbure  d'une  section  quel- 
conque, et  par  c",  c"  celles  des  sections  principales,  elles 
seront  respectivement  égales  k  —i  — !  ~,i  comme  nous  Va- 

^    ^  .  .    . 

vons  vu  dans  le  Calcul  différentiel,  et  l'équation  précédente 

devient 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  courbures  principales  détermi- 
nent celles  de  toutes  les  sections  normales. 

On  déduit  de  cette  égualion  plusieurs  conséquences  im- 
portantes : 

1°  Si  l'on  mène  par  la  normale  deux  plans  également 
inclinés  sur  le  plan  d'une  des  sections  principales,  la  cour- 
bure des  deux  sections  sera,  la  m&mc. 

tP  Si  l'on  mène  deux  plans  également  inclinés  sur  les 
plans  respectifs  des  deux  sections  principales,  de  quelque 
côté  que  ce  soit,  la  somme  des  courbures  de  ces  sections 
sera  constante  et  égale  à  la  somme  des  courbures  des  sec- 
tions principales. 

Car,  en  les  désignant  par  y  et  t'i,  on  aura 


Si  les  deux  angles  a  sont  pris  dans  le 


y  Google 


imtéguAtion  des  éqtjatioms  différektielles.  443 
plans  sont  rectangulaires  :  d'où  l'on  voit  que  la  somme  des 
courbures  de  deux  sections  normales  rectangulaires  entre 
elles  est  cojtstanîe. 

3"  Si  l'on  fait«=  -ï»  on  &  v^ ■  Donc  la  cour- 

4  2 

bure  de  chacune  des  sections  dont  les  plans  partagent  en 
deux  parties  égales  les  angles  des  plans  des  sections  prin- 
cipales est  égale  à  la  moyenne  entre  les  deux  courtures 
principales,  et  la  sphère  qui  passe  par  les  cercles  oseula- 
teurs  de  ces  sections  donne  la  même  somme  que  la  sur- 
face, pour  les  courbures  de  deux  sections  normales  rec- 
tangulaires. On  voit  encore  que  deux  plans  également 
inclinés  sur  un  de  ces  plans  moyens  donnent  des  sections 
dont  la  somme  des  courbures  est  c'-f-  c",  puisque  ces 
plans  font  des  angles  égaux  avec  ceux  des  sections  princi- 
pales. 

327.  Indicatrice.  —  Si,  à  partir  d'un  point  quelconque 
d'une  sui'face,  on  prend  sur  la  normale  une  longueur  in- 
finiment petite,  et  que  par  son  extrémité  on  mène  un  plan 
perpendiculaire  à  la  normale,  il  coupe  la  surface  suivant 
une  courbe  infiniment  petite,  que  M.  Ch.  Dupin  a  consi- 
dérée le  premier,  et  qu'il  a  nommée  indicatrice.  Toutes 
les  propriétés  que  nous  venons  de  démontrer  s'en  déduisent 
très -simplement,  ainsi  que  beaucoup  d'autres,  qu'il  con- 
vient d'étudier  dans  les  ouvrages  de  l'auteur.  Il  est  facile 
de  reconnaître  d'abord  que  cette  courbe  est  du  second  de- 
gré, si  l'on  néglige  les  quantités  infiniment  petites  par  rap-  ; 
port  à  ses  dimensions;  ce  qui  signifie  que,  lorsque  cette 
courbe  tend  à  se  réduire  à  un  point,  à  mesure  que  son 
plan  se  rapproche  du  plan  tangent,  une  courbe  finie  qui 
lui  serait  semblable  aurait  pour  limite  une  section  co- 
nique. 

En  effet,  si  l'on  prend  la  normale  pour  axe  des  z,  l'é- 
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quation  de  la  surface,  rapportée  à 
sera  généraîement 


eî  l'on  sait  qu'on  peut  trouver  dans  le  plan  des  x,  y  deux 
axes  rectangulaires  particuliers  tels,  que  le  rectangle  xj 
ne  se  trouve  pas  dans  le  second  membre.  En  les  choisissant, 
l'équation  de  la  surface  sera  de  la  forme 

z  =  {rx'+^iy'  + 

On  sait  encore  que,  si  les  coefficients  7',  t  sont  inégaux,  il 
n  y  a  qu'un  seul  système  d'axes  rectangulaires  qui  jouisse 
de  la  propriété  de  faire  disparaître  le  rectangle  xy  ;  et  que, 
s'ils  sont  égaux,  il  y  en  a  une  infinité. 

Si  maintenant  on  fait  z  =  oc,  a.  étant  infiniment  petit, 
et  qu'on  se  borne  aux  termes  du  second  degré  en  x  et  y. 
on  aura  pour  équation  de  la  section,  qui  est  l'indicalricc, 

équation  qui  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  dont 
le  centre  est  sur  la  normale. 

Soient  A  {fig-  ii)  le  point  de  la  surface,  AN  la  nor- 
male, AO  =  a,  et  BC  l'intersection  du  plan  de  l'indica- 
trice par  un  plan  normal  quelconque.  Le  centre  do  cour- 
bure de  cette  section  est  la  limite  de  la  rencontre  de  AIN 
avec  !a  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la  corde 
AC  ;  et,  si  l'on  appelle  R  le  rayon  du  cercle  osculateur,  on 

aura  R=  -^ttî  ou,  désignant  par  ai  le  diamètre  BC  de 

l'indicatrice  que  nous  supposerons  elliptique,  11=  — • 

On  conclut  de  là  que  les  sections  dont  les  plans  passe- 
ront par  les  axes  de  l'indicatrice  auront  la  courbure  maxi- 
outes  les  autres  conséquences   s'en 
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déduiront  facilement,  et  l'expression  de  R  en  fonction  de 
r,  s,  t  s'obtiendra  comme  précédemment  pour  un  plan 
quelconque  ayant  pour  équationy  :=  mx-^  car  on  aura 

1'=  -"'■'  ^"'",      et,  par  suite,      R  =  î-^^-^. 
r  +  tm'  *^  /■-+  tm' 

Si  l'indicatrice  est  une  hyperbole,  le  rayon  de  courbure 
deviendrait  infini  lorsque  le  plan  de  la  section  passerait  par 
une  de  ses  asymptotes,  puis  aurait  une  expression  négative 
si  l'on  ne  changeait  pas  de  signe  a.  11  faudra  donc,  pour 
l'avoir  positif,  mener  le  plan  de  l'indicatrice  de  l'autre 
côté  du  plan  tangent  ;  ce  qui  montre  que  la  courbure  des 
sections  a  changé  de  sens.  Les  deux  indicatrices  que  l'on 
obtient  ainsi  sont  deux  hyperboles  conjuguées,  et  leurs 
axes  réels  correspondent  aux  sections  de  plus  grande  cour- 
bure, parmi  toutes  celles  qui  sont  situées  du  même  côté  du 
plan  tangent. 

Si  l'on  avait  conservé  le  signe  de  l'expression  de  la 
courbure,  on  aurait,  comme  nous  l'avions  dit  en  général, 
un  maximum  et  un  minimum  pour  les  courbures  princi- 
pales. 

L'indicatrice  pourra  encore  être  du  genre  de  la  parabole, 
qui  comprend  le  cas  de  deux  droites  parallèles  :  c'est  ce 
dernier  cas  qui  arrivera  si  l'on  a 


Cela  ne  signifiera  pas  que  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  parallèle  au  plan  tangent  n'est  pas  une  parabole  ;  car 
une  parabole  dont  le  paramètre  est  infiniment  petit,  étant 
considérée  à  une  distance  finie  de  son  sommet,  se  confond 
sensiblement  avec  deux  droites  parallèles.  Ainsi,  lors 
même  que  la  section  serait  une  parabole,  l'indicatrice  se 
présenterait  comme  l'ensemble  de  deux  droites  parallèles, 
excepté  dans  le  cas  où  le  sommet  de  cette  parabole  serait 
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3  une  distance  infiniment  petite  du  point  que  l'on  considère 
sur  la  surface  :  ce  cas  ne  peut  être  qu'exceptionnel,  puis- 
qu'il n'a  pas  lieu  dans  l'hypothèse  la  plus  ordinaire,  où 
l'équation  de  la  siu-face  peut  Être  développée,  comme  nous 
l'avons  supposé. 

Lorsque  l'indicatrice  est  du  genre  de  la  parabole,  il  n'y 
a  qu'une  seule  direction  pour  laquelle  la  courbure  soil 
nulle,  ou  le  rayon  de  courbitte  infini  :  c'est  celle  de  l'axe 


delà 


ir  aboie. 


Cette  direction  i 
courbure 
laire. 


celle  de  la  courbure  minimum; 
est    dans    la    direction    pcrpendic 


328.  La  courbure  des  sections  obliques 
celle  des  sections  normales.  En  effet,  soit  HK  [fig-  12) 
l'intersection  du  plan  de  l'indicatrice  et  d'un  plan  passant 
par  la  tangente  en  A  à  la  section  normale  BAC,  et  faisant 
un  angle  £  avec  le  plan  de  cette  section.  La  corde  HK  étant 
parallèle  à  la  tangente  menée  en  A  à  la  corde  HAK,  la 
perpendiculaire  AP,  abaissée  de  A  sur  KH,  partage  cette 
ligne  en  deux  parties  qu'on  regardera  comme  égales, 
parce  qu'elles  ne  diffèrent  que  d'un  infiniment  petit  du 
second  ordre  :  OP  est  perpendiculaire  à  HK,  et  du  second 

ordre   comme  AO,  puisque  — -  =  tange.    On   peut  donc 

les;  et  le  rayon 


regarder  les  longueurs  BC,  HK 
de  courbure  de  la  section  HAK,  qi 

sera  égal  à  — j^î  il  est  donc  égal 
normale   BAC  multiplié  par  ---  o 

duit  ce  théorème  remarquable  dû  à 
de  courbure  d'une  section  oblique 


ipoui 


3  la. 


2PA 


■ajm 


s'obtient  en  projetant 
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sw  le  plan  de  cette  section  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  ^ui  a  la  même  tangente. 

329,  La  position  particulière  que  nous  avons  donnée 
aux  axes  a  rendu  plus  facile  la  démonstration  des  propriétés 
précédentes;  mais  il  est  nécessaire  de  traiter  la  question 
pour  une  position  quelconque  des  axes,  parce  qu'on  peut 
avoir  à  déterminer  les  sections  principales  en  un  point 
quelconque  d'une  surface  rapportée  à  des  axes  rectangu- 
laires quelconques. 

Soient  x\  j\  z'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
d'une  surface  donnée,  et  a,  6,  y  les  angles  formés  avec  les 
axes  par  une  tangente  à  la  surface  en  ce  point;  on  aura 
cosj':=peosa  4-  ^coso,  puisque  l'équation  du  plan  tan- 
gent est  2—  z'  =  p[x  —  ^')  +  q{y- — j'),  et  que  les  dif- 
férences X  —  ^'^y  — j'  1  2  —  z'  sont  proportionnelles  aux 
cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  une  droite  si- 
tuée dans  ce  plan.  Si  l'on  substitue  à  cosy  sa  valeur 
^i  —  eos'a  — cos*6,  on  obtient 
(.)      (1  ^p')  cos=«  +  ^pq  cos«  cosS  -H  [i  4-  5=)  cos'g  =  i . 

C'est  la  condition  pour  que  les  angles  a,  S  appartiennent  à 
une  tangente  quelconque. 

Si,  par  le  point  (x',j'^  z')  et  par  un  autre  point  infini- 
ment voisin  pris  sur  la  courte  qui  se  rapporte  à  cette  tan- 
gente, on  mène  deux  plans  normaux  à  cette  courbe,  ils  se 
couperont  suivant  l'axe  du  cercle  osculaleur  de  cette 
courbe,  et  les  équations  de  cette  droite  seront 

[x  ^  a^')d^^  +  {j  ~  y)d-'f  -^  [i  -  z-)d^z-  -^:  d-^\ 

Cette  ligne  étant  dans  le  plan  noi'mal  à  la  surface  rencontre 
la  normale,  dont  les  équations  sont 

a;  —  x'^p{z~z')=0,     y  —y'^,j[z  —  z')=:o. 


y  Google 


448  LIVKB    IV. 

Les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  de  l'eucontrc  seront  don- 
nées par  les  équations 

,_  I  _    ,___%  _    i—_P_ 

z     z  ^  _^,    r    r  —     b'    ^    -"^  —     d' 

en  posant 

d?z'  —p<P-x'  —  qtpy'  ^ïids'K 

La  valeur  de  D  peut  être  transformée  en  dilfércntiant  l'é- 
quation 

dz.'  =  p  d.t:'  M-  q  dy' , 

ce  qTii  donne 

d^  z'  ^  p  d' x'  -î-  qd'j'  -\-  i-dx''  -{-  us  de  dy'  +  tdy  ', 


ds'    ds'  \  ds'  j 


On  voit  par  là  que  D  reste  le  même  si  a  et  S  ne  changent 
pas^  il  en  est  donc  ainsi  du  point  de  rencontre  de  la  nor- 
male à  la  surface,  et  de  l'axe  du  cercle  oscuiateur  de 
toutes  les  sections  obliques,  dont  le  plan  passe  par  la  même 
tangente. 

Il  résulte  de  là  que  toutes  ces  sections  ont  leurs  centres 
de  courhure  sur  une  circonférence  dont  le  plan  est  perpen- 
diculaire à  leur  tangente  commune,  et  dont  le  diamètre  est 
la  ligne  qui  joint  le  point  de  contact  au  point  fixe,  que 
nous  venons  de  trouver  sur  la  norm.ale.  Ce  point  est  donc 
lui-même  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  ;  et 
l'on  voit  que  les  rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections 
qui  ont  la  même  tangente  sont  les  projections  de  celui  de 
la  section  normale  sur  leurs  plans  respectifs. 

D'après  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  pour  les 
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coordonnées  du  centre  de  courbure  de  la  section  normale, 
son  rayon  de  courbure  aura  pour  expression 


^^û±^çt^ 

u—  - 

\/' +/'■'  + 5' 

330.  Le  maximum  ou  le  minimum  de  R,  relativement 
à  la  variation  de  a  et  ê,  correspond  au  minimum  ou  au 
maximum  du  dénominateur,  et  sera  donné  par  l'éfpiation 

{/-COSk  +  scosê)d.C0SK:=—  (scosa  +  /  cosêjd.cosS; 

on  éliminera  d.cosa.  et  d.cosS  en  diliférentianl  l'équa- 
tion (i),  ce  qui  donne 

[(i-^i.')cos«+P5COse]rf.cosa 
=  -[(i  +  î')cose+pîCOSa]rf.cosS; 
et,  divisant  ces  deux  équations  par  ordre,  il  vient 

rcosa  -t-  .t  cosë  ïcnsê  -+-  ,f  cosa 

(i+7-'Jcos«-i-pycosg  ~'  (i^q']c»së-i-pqcosa' 

Les  équations  (i),  (2),  (3}  déterminent  les  valeurs  de  «, 
6,  R,  qui  se  rapportent  aux  sections  principales. 

Pour  faire  plus  comm.odénient  ce  calcul,  on  multipliera 
par  cosa  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  forme  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (3),  et  par  cosS  les  deux  termes 
du  second  membre,  puis  on  ajoutera  les  numérateurs  entre 
eux  et  les  dénominateurs  entre  eux;  la  fraction  résultante, 

qui  est  -î   sera  égale  à  chacun  des  membres  de  l'équa- 
tion (3),  ce  qui  donne 

1   .cos«4-.cose  =  D[{i-i-/.0'^"S«  +  /"?««S]. 
^     '"^  i   ïcosS  +  .cos«  =  D[(i^^')cosS-4-/.5cos«], 
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(4) 


1  [D(. +/.■)-,]»'»-  =  (' -«Djcose, 

1  [D(i  +  5')~i]ci>s6=(.>~fîD)cc,s«. 


Ces  deux  équations,  multipliées  membre  à  membre,  don- 

tD(n- p')  -  r]  [D(i +  ,■)-<]  =  (..-mD)-, 


(i+;>'-l-î-)D'-D[(i+/j-)'  +  (i+3')'— '■M'l  +  «  =  '"- 

Cette  équation  fera  connaître  les  deux  valeurs  de  D  rela- 
tives aux  sections  principales; 


l'équation  qui  donnera  les  rayons  de  courbure  de  ces  sec- 
tions sera 

)  («~!")R--Rv/r+7'+?[(i-l-/i")t+(i-l-?>-V3.<] 

Enfin  les  valeurs  de  a  et  S  seront  déterminées  par  l'écpa- 
tjon  (i)  et  l'une  des  équations  (4)- 

331 .  Si  l'on  veut  connaître  les  points  particuliers  de  la 
surface  où  les  sections  principales  et,  par  suite,  toutes  les 
sections  normales  ont  la  même  courbure,  il  faut  exprimer 
que  les  deux  racines  de  l'équation  (5)  sont  égales.  Il  semble 
d'abord  que  l'équation  qui  en  résulte  entre  p,  q,  ;■,  s,  t, 
jointe  à  celle  de  la  surface,  déterminerait  une  ligne;  mais 
il  est  facile  de  voir  que  l'égalité  de  ces  racines  conduit  à 
deux  équations. 

En  effet,  l'équation  de  condition  peut  se  mettre  sous  la 
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forme 

[(,  -i-p.),  _(,  +  ,.),+ jp,  (^«-r .  ^  ,,^  J" 

or  elle  ne  peut  cvidcmment  être  satisfaite  qu'en  posant 

Jî^,^.  =  „     e.     (,+;,.),-(,  +  ,.),.=  „, 
équations  qui  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

Ces  deux  équations,  jointes  à  celle  de  la  surface,  détermi- 
nent un  nombre  fini  de  points,  auxquels  on  a  donné  le  nom 
d'ombilics.  On  les  aurait  obtenues  en  exprimant  que  les 
valeurs  de  D,  données  par  les  équations  (4),  sont  indépen- 
dantes de  œ  et  ê,  comme  cela  doit  être  pour  que  la  cour- 
hure  de  toutes  les  sections  normales  soil  la  même. 

332.  Tangentes  conjuguées.  —  Si  l'on  trace  iinc  courbe 
quelconque  sur  une  surface,  et  que,  par  tous  ses  points,  on 
mène  les  plans  tangents  à  la  surface,  ces  plans,  par  leurs 
intersections  successives,  détM'mineront  une  surface  déve- 
loppable  circonscrite  à  la  première.  Ses  arêtes  sont  incli- 
nées sur  la  courbe  de  contact  suivant  une  loi  remarquable 
que  Dupîn  a  reconnue  le  premier,  et  que  nous  allons  faire 
connaître. 

La  question  que  nous  nous  proposons  est  donc  celle-ci  : 
Le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  une  surface 
(fuelconque  se  déplaçant  suivant  une  certaine  direction, 
trouver  à  la  limite  la  droite  suivant  laquelle  ce  plan  tan- 
gent sera  coupé  par  le  plan  infiniment  voisin.  Ces  deux 


y  Google 


452  LIVKE    IV. 

directions  sont  tangentes  à  la  surface,  et  Cli.  l)iij>in  leur  a 
donné  le  nom  de  tangentes  conjuguées. 

Pour  cela,  nous  prendrons  pour  origine  le  point  de  con- 
tact de  la  surface  avec  le  plan  tangent  que  l'on  considère, 
et  dans  leqiiel  nous  prendrons  les  axes  des  x  etj\  nous 
choisirons,  comme  dans  le  n"  327,  pour  directions  de  ces 
deux  axes  celles  pour  lesquelles  le  rectangle  xy  ne  se 
trouvera  pas  dans  le  développement  de  z  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  ces  variables.  Nous  aurons  alors, 
pour  a;  3::  o,  j'  =  o,  les  conditions 


Soient  x' ,  y\  z'  les  coordonnées  iniînîment  petites  du  point 
de  contact  d'un  second  plan  tangent;  la  direction  suivant 
laquelle  se  sera  déplacé  le  point  de  contact  fera,  avec  l'axe 

des  X,  un  angle  dont  la  tangente  sera  la  limite  de  -7)  lors- 
que a;', _/'  tendront  vers  zéro;  nous  désignerons  celte  limite 
par  m.  L'équation  du  plan  tangent  au  point  x' y' z'  sera 

et,  si  l'on  observe  qu'à  l'origine  on  a 


■X  l'équation  du  plan  deviendra 


■-'/J- ^i 
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faisant  s  =  o  pour  avoir  l'intersection  avec  le  premier  plan 
taugent,  qui  est  celui  des  a:  et  y,  il  vient,  en  remplaçant^' 
par  mx'  et  divisant  par  x'. 


Pour  avoir  la  droite  cherchée,  . 
cette  équation,  et  il  vient 


pour  équation  de  la  tangente  conjuguée  de  celle  dont  la 
direction  est  déterminée  par  m.  Si  donc  on  désigne  par  m 
la  tangente  de  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  l'axe  des  x, 


On  voit  donc  que  les  directions  de  deux  tangentes  con- 
juguées quelconques  sont  celtes  de  deux  diamètres  eooj-j- 
gués  de  la  section  conique  ayant  pour  équation 

c  désignant  une  constante  quelconque.  Cette  courbe  n'est 
autre  que  l'indicatrice  au  point  que  l'on  considère,  et  dont 
nous  avons  donné  l'équation  dans  le  n°  327  ;  car  on  désigne 
sous  cette  dénomination  générale,  non-seulement  la  sec- 
tion infiniment  petite  faite  dans  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent,  à  une  distance  infiniment  petite, 
mais  encore  à  toute  section  conique  semblable  à  celle  qui 
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est  donnée  par  l'iiitersection  de  ce  plan  avec  la  surface. 
L'angle  des  tangentes  conjuguées  est  droit  quand  elles 
sont  dirigées  suivant  les  deux  diamètres  conjugués  rectan- 
gulaires de  l'indicatrice,  et,  par  conséquent,  suivant  les 

Nous  nous  bornerons  à  cette  propriété  fondamentale  des 
tangentes  conjuguées,  qui  montre  un  nouvel  usage  de  l'in- 
dicatrice dans  l'étude  générale  des  surfaces,  et  nous  ren- 
verrons, pour  plus  de  détails,  aux  Mémoires  mêmes  de 
r  au  leur. 
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CHAPITRE  XXX. 


LOIS  SUIVANT  LESQUELLES  VARIE  LA  DIPECTION 
DE  LA  NORMALE  A  UNE  SURFACE. 


333.  Pour  avoir  une  idée  nette  de  la  forme  d'une  sur- 
face, dans  le  voisinage  d'un  quelconque  de  ses  points,  il 
ne  suffit  pas  de  connaître  la  forme  des  sections  faites  par 
des  plans  passant  par  la  normale  en  ce  point,  quoique  ces 
courbes  déterminent  tous  les  points  de  cette  surface,  il  est 
encore  nécessaire  de  connaître  la  loi  suivant  laquelle  v*ie 
la  direction  de  la  surface  elle-même,  ou  de  son  plan  tangent 
quand  on.  marche  suivant  une  quelconque  de  ces  courbes, 
on  quand  on  passe  de  l'une  à  l'autre.  Ainsi  la  courbure 
des  sections  normales,  d'où  se  déduit  d'ailleurs  celle  des 
sections  obliques,  ne  suffit  pas  pour  donner,  dans  le  voisi- 
nage du  point,  une  connaissance  approfondie  de  la  forme 
d'une  surface.  Elle  ne  fait  connaître  que  la  loi  d'inflexion 
des  courbes  tracées  sur  cette  surface,  et  non  la  loi  d'in- 
flexion de  la  surface  elle-même. 

L'ingénieuse  tbéorie  des  tangentes  conjuguées  ne  suffit 
pas  non  plus  pour  remplir  cet  objet;  car,  quoique  la  dépen- 
dance des  directions  de  ces  deux  tangentes  soit  liée  d'une 
manière  intime  à  la  forme  de  la  surface,  elle  ne  saurait  en 
donner  une  idée  nette,  parce  qu'elle  en  est  une  conséquence 
très- éloignée. 

On  voit  donc  ce  qui  manque  encore  dans  l'étude  que 
nous  avons  faîte  jusqu'ici  de  la  forme  des  surfaces.  Nous 
la  compléterons  au  moyen  d'une  considération  nouvelle, 
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due  à  M.  Bertrand.  C'est  de  son  Mémoire  quo  nous  avons 
extrait  les  diverses  propositions  que  nous  allons  exposer. 

334.  Soient  A.  [fig-  ï3)  un  point  quelconijue  d'une  sur- 
face, et  AZ  la  normale.  Menons  par  AZ  des  plans  dans 
toutes  les  directions,  et  sur  chaque  courbe  d'intersection 
de  ces  plans  et  de  la  surface  prenons,  à  partir  de  A,  une 
longueur  infîniment  petite,  AM  =  s  ;  cette  longuetir,  di- 
visée par  l'angle  des  tangentes  extrêmes,  donnera  le  rayon 
de  courbure  de  cette  courbe  au  point  A. 

Soit  maintenant  MN  la  normale  à  la  surface  en  M.  Sa 
direction  sera  déterminée  par  les  angles  qu'elle  fait  avec 
trois  axes  rectangulaires,  par  exemple  la  normale  AZ,  et 
deux  droites  AX,  AY  menées  à  angle  droit  dans  le  plan  tan- 
gent en  A.  Pour  obtenir  des  expressions  plus  simples  pour 
les  cosinus  des  angles  cherchés,  nous  choisirons  pour  les 
axes   AX,  AY  les  deux  directions  pour  lesquelles  on  a 

■-r-y-  nul  à  l'origine.  Ce  système  est  unique  en  général  ;  on 

l'obtient  en  faisant  disparaître  le  rectangle  xy  dans  le  dé- 
veloppement de  la  valeur  de  z  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X  et  y.  La  discussion  est  la  même  que  celle  que 
l'on  fait  dans  la  théorie  des  courbes  du  second  degré  ;  et  si, 
après  la  disparition  du  terme  renfermant  xy,  les  coeffi- 
cients de  X*  et  J-'  étaient  égaux,  tout  système  d'axes  rec- 
tangulaires jouirait  de  la  propriété  de  faire  disparaître  ce 
même  terme.  Cela  posé,  faisons,  en  général, 

eh  dz  d'z  d-z  d'z 

do::  df  d.-E'  '      dxdj  '      dj' 

on  aura,  a  l'origine. 


Si  l'on  désigne  maintenant  par  X,  "1 ,  Z  les  angles  que  lait 
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c  les  axes  la  normale  en  un  point  quelconque  de  la  sur- 
3,  on  aura,  comme  on  lo  sait, 

cosX  =  -,,/.,     €osY  =  lî,     cosZ  =  — >, 

valeur  de  i  étant 


le  double  signe  correspondant  aux  deux  sens  de  la  nor- 
male. 

Appliquons  ces  formules  au  point  M,  et  désignons  par  a 
l'angle  que  fait  avec  ZAX  la  trace  AU  du  plan  de  la  sec- 
tion sur  le  plan  tangent  ;  les  trois  coordonnées  a?,  j-,  z  du 
point  M  seront  respect ivement,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre,  e  cos«,  t  sin  a,  o.  Pour  connaître  les 
valeurs  de  \p^  X^,  —  3l  au  point  M,  il  suffit  d'ajouter  à  leurs 
valeurs  en  A  les  accroissements  qu'elles  subissent  par  les 
cliangements  infiniment  petits  que  reçoivent  les  coordon- 
nées quand  on  passe  de  l'origine  A  au  point  M.  Or,  au 
point  A,  on  a 

p^o,     .y^o,     .=  -==-=0     et     i_.r, 

en  choisissant  le  signe  supérieur  du  radical.  On  aura  donc, 
au  point  M, 

(i)  cosX  =  ercosa,      rosY  =  Èîsina,      cosZ  =  —  i, 

et  par  suite 


slnZ  =  v'cos=-X -H  cos'Y  =  e  v^/'c 
OU)  puisque  Z  est  infiniment  petit, 


Z  =  £  ^/7=cos^a+7^  sin'a, 
es  valeiu's  de  /■  et  £  se  rapportant  à  l'origine.  Telles  sont 
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les  formules  très  -  simples  qui  déterminent  la  dii'ection 
d'une  normal*!  quelconque  infiniment  voisine  de  la  pre- 
mière. 

335.  Nous  avons  dit  que  ce  qu'il  faut  connaître,  e'est  la 
loi  suivant  laquelle  varie  la  direction  de  la  norniale  à  la 
surface  dans  le  voisinage  du  point  A.  Or  c'est  à  quoi  l'on 
parviendra  en  exprimant,  au  moyen  de  o;  et  s  :  i"  l'angle 
6  que  fait  avec  AZ  la  projection  MP  de  la  normale  MN  sur 
le  plan  de  la  section,  ou  la  normale  à  la  section  de  la  sur- 
face par  le  plan  ZAM  ;  2"  l'angle  w  de  MN  avec  sa  projec- 
tion, c'est-à-dire  avec  le  plan  AZM.  On  peut  remarquer 
que  la  première  de  ces  deux  coordonnées  angulaires  déter- 
mine la  courbure  de  la  section  normale  AZM.  Considérons 
d'abord  le  premier  de  ces  deux  angles  :  il  est  complément 
de  celui  que  MP  forme  avec  AU  ;  et,  en  négligeant  toujours 
les  infiniment  petits  du  second  ordre,  ce  dernier  est  le 
même  que  celui  de  MN  avec  AU,  parce  que  le  plan  de 
l'angle  infiniment  petit  NMP  est  perpendiculaire  au  plan 
ZAU,  et  ses  côtés  font  des  angles  finis  avec  AU.  Mais,  d'a- 
près les  formules  (i),  le  cosinus  de  l'angle  de  MN  avec  AU, 
qui  est  égal  à 

cosXras«-i-  cosYsina, 

aura  pour  valeur 

C'est  ic  sinus  de  l'angle  de  contingence  de  ia  section,  ou 
cet  angle  lui-même.  En  le  divisant  par  l'arc  s,  on  aura  la 
courbiu'e  que  nous  désignerons  par  c,  ce  qui  donnera  la 
formule 


836.   Passons  maintenant  au  second  angle  NMP.  Il  est 
évidemment  te  complément  de  celui  que  MN  fait  avec  la 
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perpendiculaire  au  plan  ZAU.  Prenons  la  direction  de 
cette  dernière  dans  le  sens  où  elle  fait  avec  AX  l'angle 

a  H — 5  et  cherchons  le  cosinus  positif  ou  négatif  de  l'angle 

qu'elle  fait  avec  MN  :  ce  sera  le  sinus  de  ÏÏMP,  ou  cet 
angle  lui-même,  considéré  comme  positif  quand  la  nor- 
male MN  sera  du  même  côté  de  ZAU  que  la  droite  menée 

sous  l'angle  a  -+-  -i  et  comme  négatif  quand  il  sera  du  côté 
opposé. 

L'expression  de  ce 


'^hlh 


ou  encore 

Si  donc 

nous  dés 

NMP,  non; 

î  aurons 

ns  par  w  l'angle  positif  ou  né_gatif 


(3)  ^  =-.{,-, ).im... 

Les  formules  (a)  et  (3}  donnent  l'expression  des  deux 
quantités  que  nous  nous  proposions  de  déterminer  ;  nous 
allons  en  développer  les  principales  conséquences. 

337,  Conséquences  de  la  formule  (3).  —  Si  nous  sup- 
posons e  constant,  l'angle  w  variera  proportionnellement 
au  sinus  du  double  de  l'angle  a;  d'où  il  résulte  immé- 
diatement qu'il  est  nul  pour  les  quatre  valeurs  partieu- 
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c'est-à-dire  quand  le  point  M  se  déplace    suivant   l'une 
quelconque  des  deux  directions  AX,  AY. 

On  voit  de  plus  que  l'angle  w  ne  peut  devenir  nul  pour 
aucune  autre  direction,  à  moins  que  l'on  n'ait  t  =  ;■,  au- 
quel cas  il  est  nul  pour  toute  direction. 

Nous  obtenons  ainsi  cette  propriété  remarquable  : 
En  tout  point  d'une  surface  quelcont/ue,  il  existe  deux 
directions  rectangulaires  telles,  que  les  normales  à  la  sur' 
face  menées  par  les  points  infiniment  voisins  du  premier 
dans  l'une  quelconijue  de  ces  deux  directions,  sont  situées 
dans  le  plan  normal  conduit  suivant  cette  direction;  elles 
sont  donc  dans  un  plan  contenant  la  première  normale, 
et,  par  conséquent,  la  rencontrent.  Lorsqu'il  j'  a  plus  de 
deux  directions  jouissant  de  cette  propriété,  toutes  les 
autres  en  jouissent. 

Nous  donnei'ons  à  ces  deux  propriétés  remarquables  la 
dénomination  de  directions  principales.  Il  ne  faut  pas  ou- 
blier que  nous  avons  négligé  les  infiniment  petits  du  second 
ordre.  Ainsi  l'on  doit  entendre  que  les  normales,  menées 
par  les  points  situés  à  une  distance  infiniment  petite  les 
uns  des  autres  dans  ces  directions,  peuvent  bien  ne  pas 
réellement  se  rencontrer,  mais  que  leur  plus  courte  dis- 
tance, si  elle  n'est  pas  nulle,  ne  peut  être  qu'un  infiniment 
petit  d'un  ordre  supérieur  au  premier.  Cet  ordre  est  au 
moins  le  troisième,  d'après  la  remarque  du  n"  270,  tome  P'. 
On  a  donne  un  nom  particulier  aux  courbes  tracées  sur 
une  surface,  et  qui,  en  clracun  de  leurs  points,  ont  une 
direction  qui  jouit  de  la  propriété  que  nous  venons  de 
reconnaître  ;  on  les  nomme  des  lignes  de  courbure.  On  peut 
évidemment  en  faire  passer  deux  par  un  point  quelconque 
de  la  surface. 

338.   La  formule  {3}   conduit  à  une  proposition  géné- 
rale, que  nous  allons  faire  connailre,  et  d'où  nous 
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pu  déduire  la  priicédente -,  mais  celle-ci  se  présentait  si 
naturellement,  que  nous  avons  cru  devoir  la  faire  remar- 
quer immédiatement.  Si  nous  (lonsîdérons  les  deux  direc- 
tions déterminées  par  les  angles  «  et  «  H —  t  a.  ayant  une 

valeur  quelconque,  les  deux  valeurs  de  w  seront  égales  et 
de  signes  contraires;  donc,  en  ayant  égard  au  sens  dans  le- 
quel nous  avons  fait  voir  qu'il  fallait  porter  l'angle  O),  sui- 
vant qu'il  était  positif  ou  négatif,  nous  pouvons  établir  la 
proposition  suivante  : 

Si,  en  un  point  quelconque  d'une  surface,  nous  consi- 
dérons deux  directions  rectangulaires  sur  lesquelles  nous 
prenions  des  longueur^  infiniment  petites  égales,  et  que, 
par  leurs  extrémités,  nous  menions  des  normales  à  la  sur- 
face, ces  normales Jeront  respectif emenl  des  angles  égaux 
avec  les  plans  menés  par  la  normale  au  premier  point  et 
chacune  des  deux  directions;  et,  de  plus,  elles  seront 
toutes  les  deux  comprises  dans  l'angle  dièdre  droit  que 
forment  les  deux  plans,  ou  toutes  les  deux  en  dehors. 

Cette  propriété,  comme  l'a  fait  voir  M.  Bertrand,  ren- 
ferme évidemment  la  précédente.  En  effet,  puisque  le  sens 
dans  lequel  il  faut  porter  l'angle  w  change  en  passant  d'une 
direction  à  celle  qui  lui  est  perpendiculaire,  il  y  a  néces- 
sairement une  direction  intermédiaire  pour  laquelle  l'angle 
û)  est  zéro.  Il  est  donc  nul  aussi  pour  la  direction  perpen- 
diculaire à  celle-ci,  et  l'on  retombe  ainsi  sur  la  proposition 
précédente. 

339.  Conséquences  de  la  formule  (a).  —Considérons 
deux  directions  rectangulaires  quelconques  correspondant 

aiix  angles  h  et  «  +  -•  Désignant  par  v,  v'  les  courbures 
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On.  arrive  donc  à  ce  tliéorème  remarquable  : 
Dans  toute  surface,  la  somme  des  courhuves  de  deux 
sections  normales  faites  en  un  même  point  par  deux  plans 
rectangulaires  ijuelcon</ïws  est  constante. 

Cette  somme  est  donc  celle  qui  se  rapporte  aux  deux  sec- 
tions qui  passent  par  les  directions  principales  en  ce  point, 
puisque  ces  directions  sont  rectangulaires.  Les  valeurs  de  v 
qui  s'y  rapportent  s'obtiennent  en  donnant  successivement 
à  a  les  valeurs  o  et  -;  elles  sont  donc  r  et  (. 

On  peut  remarquer  que  l'expression  de  i',  donnée  par  la 
formule  (a),  reste  la  même  quand  on  change  a  en  2Jt  —  «  : 
d'où  l'on  conclut  que,  pour  deux  plans  normaux  syméU'i- 
ques  par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ceux  qui  passent  par 
les  directions  principales,  la  courbure  des  sections  est  la 
même. 

On  peut  encore  faire  une  autre  observation  qui  n'est  pas 
sans  intérêt.  Si  l'on  partage  en  parties  égales  infiniment 
petites  l'espace  angulaire  autour  d'im  point  quelconque 
d'une  surface,  et  qu'on  fasse  passer  des  plans  par  ces  lignes 
de  division  et  la  normale,  la  moyenne  des  courbures  de 
toutes  ces  sections  sera  la  demi-somme  des  courbures  prin- 
cipales, c'est-à-dire  des  courbures  des  sections  principales; 
car  on  peut  partager  toutes  ces  sections  en  groupes  de  deux 
sections  ayant  leurs  plans  perpendiculaires ,  et  comme , 
dans  chaque  groupe,  la  somme  des  courbures  est  la  demi- 
somme  des  courbures  principales,  la  moyenne   générale 
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sera  aussi  cette  demi-somme.  Enfin  cette  courbure  moyenne 
n'est  autre  chose  que  celle  de  la  section  équidistante  des 

deux  sections  principales;  car,  en  faisant  a  =3  —,  on  trouve 


3iO.  Lorsque  les  coefficients  /■  et  t  sont  de  même  signe, 
auquel  cas  on  peut  les  supposer  positifs,  puisque  cela  ne 
dépend  que  du  sens  dans  lequel  on  prend  z  positif,  il  est 
facile  de  voir  qu'il  existe  un  maximum  et  un  minimum 
pour  la  courbure  des  sections  normales.  En  effet,  la  valeur 
de  p  peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  l'on  reconnaît  immédiatement  que,  si  l'on  a  t  —  ?•  ]>  o, 
la  plus  petite  valeur  de  v  correspond  à  st  ::^  o,  et  sa  plus 

grande  kix  =  ■-■  ;  ces  valeurs  sont  ;■  et  t.  L'inverse  a  lieu  si 

l'on  a  t  —  /■  <;  o  ;  d'où  l'on  conclut  ec  théorème  : 

De  toutes  les  sections  normales  Jaites  en  un  même  point 
d'une  surface,  celles  qui  passent  par  les  directions  prin- 
cipales en  ce  point  présentent  le  maximum  et  le  minimum 
de  courbure. 

Nous  doimerons  à  ces  deux  sections  particulières  le  nom 
de  sectioTts  principales. 

Les  directions  des  tangentes  à  la  surface,  qui  sont  dans 
le  plan  de  ces  sections,  sont  déterminées  par  l'équation  (3) 
du  n"  330,  et,  par  suite  aussi,  les  directions  principales  et 
les  tangentes  aux  lignes  de  courbure. 

On  aura  donc  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure,  en  remplaçant  dans  l'équation  (3),  cosa,  coso, 
cosy  par  les  quantités  proportionnelles  rfx,  df,  dz. 
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{l-hp')d^-i-pqdr         (l  -t-  q-')dx^pq(lj: 

3il .  Supposons  maintenant  que  r  et  t  soient  de  signes 
contraires,  et  que  r,  par  exemple,  soit  positif.  A  partir 
de  «  =^  o,  qui  donne  1/  =:  c,  c  va  en  diminuant  jusqu'à  o, 
qui  correspond  à  tanga^--  H  devient  ensuite  négatif; 
ce  qui  apprend,  comme  nous  l'avons  fait  remarquer,  que 
le  centre  de  courbure  passe  de  l'autre  côté  du  plan  tangent. 
Pour  «  =  -)  V  prend  sa  valeur  maximum,  qui  serait  un 
minimum  si  l'on  faisait  abstraction  du  signe.  Il  passera 
ensuite  symétriquement  par  les  mêmes  valeurs  dans  les 
trois  autres  angles  droits.  On  retrouve  ainsi  les  résultats 
déjà  obtenus  par  d'autres  considérations.  Il  en  serait  de 
même  pour  le  cas  où  l'un  des  coefficients  ;■,  t  serait  nul. 

Longueur  et  position  de   la  commitne  perpendiculaire 

à  deux  normales  infiniment  voisines. 

342.  )?renons l'une  des  normales  pour  l'axe  A2  {Jtg.iZ), 
et  pour  axes  des  x  et  y  les  tangentes  aux  sections  normales 
de  courbure  maximum  et  minimum.  En  employant  les 
mèm.es  dénominations  que  dans  les  n*"  33i,  336,  on  aura, 
pour  la  seconde  normale, 

cosX=::!/-cosa,     cos  Y  =  £  (  sin  a,     cosZ  =  — i, 
sinZ  =  Z  =  ê  \/r'co&'a-htHm'o^, 

Soit  mené  par  AZ  [fig-  i3)  un  plan  ZAV  parallèle  à  la 
seconde  normale  MN,  les  cosinus  des  angles  de  la  trace  AV 
avec  les  axes  AX,  AY  seront  dans  le  même  rapport  que 
pour  toute  droite  comprise  dans  le  plan  ZAV,  et,  par  con- 
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sôquent,  que  pour  la  parallèle  à  la  uoriiiale.  Si  dou<;  oix 
faitVAX  — 9,  onaura 

cos»        rcosa  t 

^-î  =  ^ —     ou     tangç— -  tatiga. 

sm^         isma  "'         /■       " 

Or  la  longueur  de  la  plus  courte  distance  S  des  deux 
normales  esi  égale  à  la  perpendiculaire  MI  abaissée  d'un 
point  de  MN  sur  le  plan  ZAV;  on  aura  donc 

3  =  Esm(ç-c.)=e{sinçcosa  — sinacosy), 
et,  comme  on  a 


if/r'co&'a.  +  fsm'a         ^ 

d'après  les  dénominations  déjà  employées. 

On  voit  qu'elle  est  nulle,  quel  que  soit  «,  si  1 1^  /-,  et 
que,  dans  le  cas  contraire,  elle  ne  l'est  que  pour  a  =  o 

et  a=  -î    c'est-à-dire  pour  les  normales  menées  suivant 

les  directions  des  sections  principales.  Pour  toutes  les 
autres  valeurs  de  a,  elle  est  infiniment  petite  du  premier 
ordre. 

Si  l'on  désigne  par  p,  p'  les  rayons  de  courbure  prinei- 
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On  peut  remarquer  que  la  direction  de  MI,  ou  de  la 

commune  perpendiculaire  aux  deux  normales,  est  celle 
de  la  tangente  conjuguée  de  AM. 

En  efl'et,  la  tangente  de  l'angle  de  MI  avec  AX  est  égale 

à — cotç  ou ;    le  produit  de   cette  tangente  par 

tanga  est  donc >  ce  qui  démontre  la  proposition. 

343.  Cherchons  maintenant  la  hauteur  à  laquelle  se 
trouve  située  la  commune  perpendiculaire  aux  normales 
AZ,  MN.  Il  faut  pour  cela  mener,  par  la  projection  I  de  M 
sur  ZAV,  une  parallèle  à  MN,  et  chercher  sa  rencontre  N' 
avec  AZ.  Or  l'angle  de  IN'  avec  AZ  étant  celui  qui  a  été 
désigne  par  Z,  on  aura 


W'- 


„/z-=ï 


et,  comme  S,  co,  Z  sont  les  trois  côtés  d'un  triangle  sphé 
riquc  rectangle  infiniment  petit,  on  a 


7J  =<)■'- 
et,  par  conséquent, 


A^'-=  ---. 


Le  point  N'  est  donc  très-différent  du  centre  de  c 
R  de  la  section  ZAU,  dont  la  distance  à  A  est 


En   introduisant  E.  dans  l'express 
donne  la  forme  suivante  : 
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AN'  est  donc  plus  petit  que  R,  puisqu'on  a  Z  ^  6,  et  le 
pied  N'_  de  la  perpendiculaire  commune  est  entre  A  et  le 
centre   de    courbure    de    la    section.    Pour    que    l'on    ait 

AN'  ;=  R,  il  faudra  que  -  =  i  et,  par  suite  ,  -  =z  o  :  alors 

S  sera  nul  :  cela  n'a  lieu  que  pour  les  sections  principales. 
Si  l'on  voulait  connaître  la  distance  du  centre  de  cour- 
bure de  la  section  ZAU  à  la  normale  MN,  il  suffirait  de 
considérer  le  triangle  rectangle  dont  R  serait  l'hypoténuse 
et  M  l'un  des  angles  aigus.  La  distance  chercliée  serait  ainsi 
Rsinw   ou  simplement  Rto,  Son  rapport  à  la  i 

perpendiculaire  â,  dont  la  valeur  est  5  ^^  ■—  ^^  - 
donc?. 


Thét 


3  de  Dupin  sur  les  surjac 


Zà\.  Ce  théorème  consiste  en  ce  que  :  Si  trois  séries 
contimiesde  surfaces  se  coupent  mutuellement,  et  de  telle 
manière  qu'elles  soient  à  angle  droit  en  chaque  point  de 
leur  rencontre,  ces  lignes  d'intersectionseront  pour  chaque 
surface  ses  lignes  de  courbure. 

M.  Bertrand  a  déduit  de  son  théorème  fondamental  une 
démonstration  très-simple  de  cette  proposition.  Considé- 
rons, en  effet,  trois  séries  de  surfaces  orthogonales,  et  soient, 
en  un  point  A  [fig-  i4)i  AX,  A¥,  AZ  les  tangentes  aux 
courbes  d'intersections  des  surfaces  que  donnent  respecti- 
vement en  ce  point  les  trois  séries  que  l'on  considère.  Pre- 
nons sur  ces  courbes  les  points  M,  N,  P  à  des  distances  in- 
finiment petites  égales  du  point  A.  En  chacun  de  ces  points 
les  normales  aux  deux  surfaces  qui  y  passent  sont  perpen- 
diculaires. Soient  or,  ê,  y  et  ■«',  ê',  y'  les  angles  que  font 
respectivement  avec  les  axes  AX,  AY,  AZ  les  deux  nor- 
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Or  «  et  a'  difïêrent  infiniment  peu  d'un  angle  droit,  et  É, 
y' sont  infiniment  petits  :  cette  équation  deviendra  donc, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

(a)  cosS'-i-cosY  ^o. 

Soient  de  même  «i,  61,  7i  et  a\,ê\,y\  les  angles  corres- 
pondant i-cspectivement  aux  normales  Nîî,  Nw',  et  enfin  Kj, 
Êj,  jij,  a'j,  6'j,  7',  ceux  qui  correspondent  aux  normales 
Pp,  P/>'  :  on  aura  scmblablement 

(6)  COSy',  +  ClISai  =  o, 

(e)  cosa,  +  cosS5=~o. 

Ces  trois  équations  (a),  (è),  (c)  résultent  de  ce  que  les 
trois  surfaces  sont  rectangulaires  en  tous  les  points  de  leurs 
intersections  respectives.  Maintenant,  d'après  le  théorème 
de  IVl.  Bertrand  sur  les  normales  à  une  même  surface,  on 
aura  les  trois  suivantes,  dont  la  première  se  rapporte  à  la 
surface  qui  a  pour  normale  AX,  la  deuxième  à  celle  qui  a 
pour  normale  AY,  et  enfin  la  troisième  à  celle  dont  la  nor- 
male est  AZ  : 

[if)  cosêit^  0087',, 

(e)  cos7  =  cos«'., 

(/)  cosa,  =  cose'. 

La  combinaison  de  ces  équations  avec  les  trois  premières 
conduit  facilement  à  la  démonstration  de  la  proposition 
que  nous  avons  en  vue.  En  effet,  si  nous  reportons  dans  les 
premières  les  valeurs  de  trois  des  cosinus  qui  entrent  dans 
les  dernières,  par  exemple  ceux  qui  forment  les  premiers 
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membres,  il  vient 


Ajoutant  les   deux  premières  et  retraiicliant  la 
on  obtient 


équation  qui  en  entraîne  immédiatement  cinq  autres  ;  ae 
sorte  que  l'on  a 

COSS'  =  O,         COSï  =  O,       COSc^j  =  o, 
cosê,^  o,       COS^'i  =  o,       C0SKi=:  o. 

La  première  exprime  que  la  normale  M/«'  est  dans  le  plan 
ZX,  et  par  conséquent  rencontre  la  normale  AZ;  d'où  ii 
suit  que  AM  est  dans  la  direction  d'une  ligne  de  courbure 
de  la  surface  à  laquelle  AZ  est  normale.  Il  en  serait  de 
même  des  autres  -,  de  sorte  que  ces  six  équations  démontrent 
que  les  trois  intersections  des  surfaces  proposées  sont  sur 
chacune  d'elles  dans  les  directions  de  ses  lignes  de  cottr- 
bure. 

Cette  propriété  ayant  lieu  en  tous  les  points  d'une  quel- 
conque de  ces  courbes,  elle  ne  sera  donc  autre  chose  qu'une 
ligne  de  courbure  de  chacune  des  surfaces  dont  elle  est  l'in- 
lersection.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui 
est  celui  de  Dupin  : 

Lorsque  trois  séries  de  surfaces  se  coupent  orthogona- 
lement,  leurs  intersections  ne  sont  autre  chose  que  leurs 
lignes  de  courhure  respectives. 

Et  comme,  dans  les  calculs  précédents,  on  n'a  fait  entrer 
que  la  considération  des  trois  surfaces  qui  passent  au  point 
A,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  entraîne  celui 
de  Dupin  : 

Si  trois  surfaces  se  coupent  de  manière  à  être  normaics 
en  tous  les  points  oit  elles  se  rencontrent,  les  courbes  d'in- 
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tersection  seront,  sur  chacune  des  trois  surfaces,  tangentes 
aux  lignes  de  courbure  menées  par  le  point  commun  aux 
trois  surfaces . 

Memart/ues  générales  sur  les  systèmes  de  droites  menées 
par  tous  les  points  de  l'espace. 

34b.  Les  propriétés  que  nous  avons  déduites  de  la  for- 
mule (3  ),  relativement  aux  normales  à  une  môme  surface, 
sont  caractéristiques,  c'est-à-dire  qu'elles  n'auraient  pas 
lieu  relativement  à  un  système  de  droites  dont  la  position 
serait  déterminée  pour  chaque  point  de  l'espace  par  des 
fonctions  continues  de  ces  coordonnées,  mais  qui  ne  se- 
raient pas  normales  à  une  série  de  surfaces.  Il  n'en  est  pas 
de  même  des  propriétés  déduites  de  la  formule  (2);  elles  ne 
caractérisent  pas  spécialemeut  les  normales  à  une  même 
surface.  Nous  allons  démontrer  ces  propositions  remar- 
quables, qui  se  trouvent  encore  dans  le  Mémoire  de 
M.  Bertrand. 

Soient  X,  Y,  Z  des  fonctions  continues  des  coordonnées 
rectangulaires  x,  y,  z  d'un  point  quelconque  ■,  elles  déter- 
minent pom-  ce  point  une  droite. unique  qui  fait  avec  les 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  c,  c',  c"  sont  proportionnels 
à  ces  fonctions.  Si  l'on  pose 

\/X'+Y=-l-Z'  =  D, 
et  que  l'on  considère  toujours  le  sens  correspondant   au 
signe  ■+-  de  ce  radical,  ces  cosinus  auront  pour  valeurs 

^  '  B  D  D 

Soient  maintenant  M  {Jig.  i5)  un  point  quelconque  de 
l'espace,  ayant  pour  coordonnées  x,  y,  z  \,  MN  la  direction 
déterminée  par  les  équations  (i)  ;  MU,  MV  deux  directions 
faisant   des  angles  droits  l'une  avec  l'autre  et   avec  MiV; 
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a,  a',  a",  et  S,  k',  b"  les  cosinus  des  angles  qu'elles  font  res- 
pectivement avec  les  axes.  Prenons,  sur  ces  directions, 
deux  longueurs  inlinîmeut  petites,  MD  =  MD'^  e,  et  aux 
points  D,  D'  menons  les  droites  DP,  lyP,  dcterjiiinées  en- 
core parles  équations  (i)  au  moyen  des  coordonnées  de  ces 
points  respectifs. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  d'abord  la  première 
proposition  tjne  nous  avons  énoncée,  et  qui  consiste  en  ce 
que  les  lignes  DP,  D'P' ne  feront  des  angles  égaux  avec  les 
plans  NMD,  NMO*,  et  dans  le  sens  indiqué,  que  lorsqu'il 
sera  possible  de  faire  passer  par  un  point  arbitraire  de 
l'espace  une  surface  qui,  en  chacun  de  ses  points,  soit 
normale  à  la  droite  déterminée  par  les  formules  (i).  Dé- 
terminons d'abord  l'angle  w  de  DP  avec  le  plan  NMU, 
ou  son  complément,  qui  est  l'angle  de  DP  avec  MV.  Re- 
marquons, pour  cela,  que  les  coordonnées  du  point  D 
seront 


et  que  les  fonctions  c,  i/,  c"  de  x,  j',  s  deviendront  respec- 
tivement, pour  ce  point. 


\^    dx  dy  dzj 

(    d£_  ,iU^  „d^\ 

I     d^  ,d£_  „d^\ 

\     dx  dy  dz  j- 

D'aprèsces  valeurs  des  cosinus  des  angles  de  DP  avec  îes 
axes,  le  cosinus  de  l'angle  de  DP  avec  MV,  ou  le  sinus  de 
l'angle  «,  ou  enfin  cet  angle  lui-même,  puisqu'il  est  infi- 
niment petit,  aura  pour  expression,  en  observant  que  l'on 
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b"c"  = 

o, 

"'1 

-"S)-' 

de" 

,  de"          „  de 

47  a 


II  est  presque  inutile  de  remarquer  que,  si  l'on  prenait  le 
point  D  sur  une  courbe  quelconque  tangente  à  MD,  la  va- 
leur de  lù  ne  subirait  aucun  changement,  puisque  nous  né- 
gligeons les  infiniment  petits  du  second  ordre. 

Si  maintenant  on  veut  calculer  l'angle  de  D'P'  avec  le 
plan  NMV,  et  dans  le  même  sens  par  rapport  à  ce  plan, 
il  faudra,  dans  l'expression  précédente,  changer  «,  a',  a' 
en  à,  &',  è",  et  6,  &',  b"  en  — «,  — a',  —a".  Si  donc  on 
prend  cet  angle  en  sens  contraire,  ce  qui  se  fera  en  chan- 
geant les  signes,  on  aura,  en  le  désignant  par  w'. 


de        ^,dc  dc\  ,  / .  . 

i^K  dj  dzj  \    1 


dy  dzj 


dy 


Ce  que  nous  cherchons,  c'est  la  condition  pour  que  w  =^  '>>'. 
quelle  que  soit  la  direction  MU.  Or,  en  formant  la  dilïé- 
rence  ta  —  &/,  et  se  rappelant  les  formules  connues 

ah'  —  ba'  =  c",      a"b  ~  b" a  =  c',      a' h"—  b'a."=c, 

qui  résultent  de  ce  que  les  trois  directions  en  M  sont  rec- 
tangulaires comme  les  axes,  on  trouvera  immédiatement 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  angles 
w,  w'  soient  égaux  est  donc  que  le  second  membre  de  cette 
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équation  soit  nul;  et  l'ou  remarquera  que,  comme  il  ne 
dépend  ijue  de  quantités  constantes  pour  le  même  point 
Mj  s  il  est  nul  pour  une  certaine  direction  choisie  pour 
MU,  il  le  sera  pour  toute  autre.  Mais  ou  peut,  dans  cette 
équation  de  condition,  substituer  aux  quantités  c,  c',  c" 
les  quantités  respectives  X,  Y,  Z  qui  leur  sont  propor- 
tionnelles ;  car  la  forme  de  cette  équation  fait  reconnaître 
immédiatement  que  l'introduction  d'un  facteur  commun, 
fonction  de  x,  y,  s,  dans  les  quantités  t,  c',  c",  ne  pro- 
duirait que  des  termes  qui  se  détruiraient,  et  un  facteur 
commun  que  l'on  pourrait  supprimer. 

Ainsi    la   condition    analytique  nécessaire  et   suffisante 
pour  l'égalité  des  angles  oi,  w'  est 


\dz        dy}\d:^         dz  j'^     \dy 


__     =.0. 


Or  cette  condition  est  précisément  celle  de  Tinté grabilité 
de  l'équation 

Xrfj;-H  Y(/r  +  Z(/3  =  0; 

et,  quand  elle  sera  remplie,  cette  dernière  équation  re- 
présentera une  série  de  surfaces,  en  chaque  point  des- 
quelles la  normale  fera,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les 
cosinus  seront  proportionnels  à  X,  Y,  "L. 

Ainsi,  l'égalité  des  angles  &),  w'  en  im  point  quel- 
conque M  de  l'espace  entraîne  cette  conséquence ^S  que, 
par  un  point  arbitraire,  on  peut  faire  passer  une  surface 
telle,  que  ses  normales  se  confondront  avec  les  droites  du 
système  en  question. 

Cette  propriété,  que  nous  avions  reeonniie  pour  une 
surface  quelconque,  est  donc  caractéristique;  elle  n'ap- 
partient qu'aux  normales  à  une  surface  :  elle  ne  subsiste 
plus  pour  tout  autre  système  de  droites. 

346.  Le  second  membre  de  l'e'quation  (3)  ne  dépendant 
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nullement  de  la  direction  particulière  de  MU,  il  s'ensuit 
que  la  différence  des  angles  &),  to',  qui  est  nulle  dans  le 
cas  des  normales  à  une  même  surface,  est  constante  pour 
un  même  point,  lorsque  l'on  considère  un  système  quel- 
conque de  droites,  déterminées  on  chaque  point  par  des 
fonctions  continues  de  x,j,  z.  Celte  remarque  est  due  à 
M.  Stur'ïn. 

347.  Passons  maintenant  aux  propriétés  résultant  de 
la  comparaison  des  courbures  des  sections  normales  faites 
dans  une  surface  par  des  plans  formant  entre  eux  un 
angle  droit,  et  voyons  si  elles  sont  caractéristiques  comme 
les  précédentes,  ou  si  elles  subsistent  lorsque,  au  lieu  des 
normales  à  une  même  surface,  on  considère  un  système 
continu  quelconque  de  lignes  droites.  Dans  une  surface, 
les  normales  à  la  section  ne  sont  autre  cliose  que  les  pro- 
jections des  normales  à  la  surface  sur  le  plan  do  cette  sec- 
tion, et  la  courbure  de  la  section  est  le  rapport  de  l'angle 
de  deux  normales  infiniment  voisines  à  l'arc  compris. 
Nous  allons  généraliser  cette  considération  pour  le  système 
dedroites  déterminées  en  chaque  point  de  l'espace  par  les 
fonctions  X,  Y,  Z.  Pour  cela,  nous  ferons  passer  par  une 
quelconque  MN  de  ces  droites  un  plan  quelconque  NMU, 
et  nous  projetterons  sur  ce  plan  toutes  les  droites  du  sys- 
tème qui  se  rapportent  à  ses  différents  points.  Leurs  direc- 
tions étant  déterminées  en  fonction  des  coordonnées  de 
chaque  point  rapportées,  par  exemple,  à  des  axes  pris  dans 
ce  plan,  on  sait  qu'il  existe  une  série  de  courbes  normales 
à  ces  droites,  parce  qu'une  équation  différentielle  entre 
deux  variables  a  toujours  une  intégrale,  et  nous  considére- 
rons celle  de  ces  courbes  qui  passe  par  le  point  M.  Lors- 
que le  système  général  des  droites  deviendra  celui  des 
normales  à  une  .série  de  surfaces,  cette  courbe  ne  sera 
autre  chose  que  la  section  delà  surface  passant  en  M  par  le 
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plan  KMU.  Cela  posé,  la  courbnre  v  de  la  courbe  que  nous 
venons  de  dcteriniaer  s'obtiendra  comme  dans  le  cas  où 
les  droites  sont  normales  à  une  même  surface.  On  prendra 
sur  MU  ime  longueur  infiniment  petite  MD  =  e  ;  on  mè- 
nera par  le  point  D  la  droite  DP  du  système  en  question, 
et  l'on  cherchera  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec 
MU  ;  il  sera  le  même  que  celui  que  la  projection  de  DP  sur 
]VMU  fait  avec  MU,  et  par  conséquent  sera  le  sinus  de 
i' angle  de  cette  projection  avec  3NM,  ou  cet  angle  même. 
En  faisant  usage  des  formules  déjà  calculées  pour  la  direc- 
tion DP,  et  observant  d'ailleurs  que 


on  a  pour  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  directions  MN, 
DP,  ou  pour  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  dont  il 
s'agit, 


'-  +  a"~ 


„rfc'\ 


y    ti.r  rif  dz  / 

En  divisant  cette  expression  par  s,  on  aurait  la  courbure 
chercliée  u.  Mais  si,  pour  simplifier  les  calcids,  on  prend 
la  direction  MN  pour  axe  des  z,  on  aura  a"-=^  o,  et  l'ex- 
pression do  u  sera,  en  désignant  par  a'  l'angle  que  fera  MU 
avec  le  nouvel  axe  des  x, 

Or  cette  formule  va  nous  démontrer  les  mêmes  propriétés 
que  nous  ont  offertes  les  sections  normales  d'une  snrl'aec. 

En  effet,  si  nous  changeons  k  en  a  -î — •,   nous  trouverons 

pour  la  courbure  v'  relative    au  plan  perpendiculaire    à 
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NMU 


La  somme  des  courbures  relatives  à  deux  pians  perpendi- 
culaires entre  eux,  passant  par  MN,  est  donc  constante; 
d'où  il  suit  déjà  que,  si  l'une  est  maximum,  l'autre  sera 
minimum,  et  réciproquement;  mais,  comme  cela  n'indique 
ni  le  nombre,  ni  la  position  de^  plans  qui  se  rapportent  à 
ces  maxima  ou  minima,  cherchons,  en  général,  les  valeurs 
de  a  qui  peuvent  donner  de  pareilles  valeurs  de  y.  La  règle 
ordinaire  conduit  à  l'équation 


\dx        dy  )  \dy        dm  ) 

d'où  il  résulte  que  les  valeurs  de  «  ne  construiront  que  deux 
directions,  à  angle  droit  l'une  sur  l'autre,  et  correspondant, 
par  conséquent,  l'une  à  un  maximum  et  l'autre  à  un  mini- 
mum de  courbure. 

On  voit  donc  que  les  propriétés  relatives  à  la  courbure 
des  sections  normales  ne  sonl  pas  caractéristiques  pour  les 
surfaces  î  car  elles  se  retrouvent  pour  tout  système  de  di- 
rections déterminées  en  chaque  point  par  des  fonctions 
continues  quelconques  des  coordonnées  de  ce  point.  Cette 
distinction  entre  les  propriétés  qui  conviennent  à  tous  les 
systèmes  et  celles  qui  ne  conviennent  qu'aux  normales  à 
une  série  de  surfaces  mérite  une  attention  particulière. 

3^8.  Nous  terminerons  cette  discussion  par  la  reclierclie 

des  directions  perpendiculaires  à  MN  [fig'  i5),  suivant  les- 
quelles il  faudrait  marcher  pour  que  les  droites  inflrïimcnt 
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voisines  se  rencontrassent.  On  sait,  par  ce  qui  précède, 
qu'il  ne  peut  y  en  avoir  deux  rectangulaires  en  chaque 
point;  car  alors  les  droites  proposées  seraient  normales  à 
une  même  surface;  mais  on  ignore  s'il  en  existe,  et  com- 
ment elles  se  trouveront  situées. 

Soit  MU  une  direction  telle,  que  la  droite  WP  du  sys- 
tème, menée  par  le  point  D  situé  à  une  distance  initniment 
petite  e  de  M,  rencontre  MN,  en  négligeant  toujours  les 
infiniment  petits  du  second  ordre. 

Il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  cela,  que  l'angle  u, 
exprimé  par  la  formule  (3),  soit  nul.  Cette  condition  sera 
plus  facile  à  interpréter  si  l'on  prend  la  droite  MN  pour 
axe  des  ^:  on  aura  alors 


«t,  si  l'on  désigne  par  «  l'angle  de  MU  a 
résultera 


l'écpiation  qui  exprime  la  rencontre  de  MN  a 
infiniment  voisines  devient 


dy  \  (l.r,        lif  j        dj: 

<ju,  en  divisant  par  cos^a, 

de  j  de        dc'\  de' 

(e)         Tr  '"«  "  +  [si  -  7,j)  '"«" -  7S  =  "■ 

Cette  équation  étant  du  second  degré  prouve  qu'en  cliacjue 
point  il  y  a  deux  directions  au  plus  jouissant  delà  propriété 
«n  question,  si  l'on  excepte  les  points  singuliers  pour  les- 
quels les  trois  coefficients  seraient  nuls,  auquel  cas  toute 
valeur  conviendrait  pour  a.  On  peut  d'ailleurs  facilement 
ver jfier  que  ces  deux  directions,  lorsqu'elles  existent,  ne 
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peuvent  être  à  angle  droit  eu  chaque  point,  si  les  droites 
du  système  ne  sont  pas  normales  à  une  même  surface.  En 
eUet,  la  condition  d'intêgrabilité  de  l'équation 

Xdx  ^J dy- -+■  Zdz  =  o 
n'ayant  pas  lieu,  on  n'a  pas,  à  l'origine  des  coordoi 


dY 


de   l'équation   (g),   qui    est 
,  et,  par  conséquent,  les  direc- 


donc   le  produit  de; 
de' 

—  —--1  n'est  nas  ésai  à 
de  1        o 

d'y 

tionsdonnées  parles  deux  racines  de  eetlc  équation  ne  sont 

pas  rectangulaires. 

340.  "Si,  par  tous  les  points  d'une  ligne  tracée  sur  une 
surface,  on  mène  des  normales  à  cette  surface,  elles  sont, 
en  général,  dans  des  plans  différents,  et  la  plus  courte  dis- 
tance de  deux  d'entre  elles,  correspondant  à  des  points  in- 
finiment voisins  snr  la  surface,  est  un  infiniment  petit  du 
même  ordre  que  la  distance  de  ces  deux  points  et  que  l'angle 
de  ces  mêmes  normales. 

Nous  avons  déterminé,  dans  le  n"  340,  les  é^juations  dif- 
férentielles des  lignes  qu'il  faudrait  tracer  sur  une  surface 
pour  que  la  plus  courte  distance  des  normales  successives 


fût  non  1 


s  nulle, 


nfmiment  petite  par  rapport  à  la 


distance  des  points  correspondants  de  la  surface,  c 
général,  à  l'accroissement  infiniment  petit  du  premier 
ordre  des  paramètres  qui  en  déterminent  la  position  ;  et 
nous  avons  vu  que  cette  plus  courte  distance  sera  au  moins 
du  troisième  ordre.  Il  est  facile  d'en  conclui'e  que  les  nor- 
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maies  se  trouverout  alors  angentes  à  une  même  courbe  à 
double  courbure,  et  que  leur  ensemble  formera,  par  con- 
séquent, une  surface  développable. 

En  effet,  soient  M,  M,,  M,,.  .  .  les  pieds  des  perpendi- 
culaires communs  à  chacune  de  ces  droites  successives  et  à 
la  suivante.  Le  polygone  MM,Mj. . .  aura  ses  côtés  infi- 
niment petits  du  premier  ordre,  si  l'on  excepte  le  cas  par- 
ticulier où  tous  ses  sommets  tendraient  à  se  réunir  en  un 
même  point.  Il  tendra  donc  vers  une  certaine  courbe  géné- 
ralement à  double  courbure. 

Si  maintenant  on  considère  le  triangle  qui  a  pour  côtés 
MMi  et  la  commune  perpendiculaire  passant  par  M,  son 
angle  en  M,  sera  infiniment  petit,  puisque  le  côté  opposé 
est  d'un  ordre  supérieur  k  MM,  ;  d'où  il  suit  que  l'angle  de 
MM,  avec  la  droite  du  système  qui  passe  en  M,  tend  vers 
zéro.  Donc  toutes  ces  droites  ont  pour  limites  les  tangentes 
à  la  courbe  limite  des  points  M,  Mj,  M^, ....  Nous  avons 
nommé  lignes  de  courbure  les  lignes  tracées  sui'  une  sur- 
face, et  jouissant  de  cette  propriété,  que  ta  plus  courte  dis- 
lance des  normales  est  du  troisième  ordre.  Nous  allons  les 
retrouver  par  cette  considération  que  leurs  équations  soient 
satisfaites  par  les  coordonnées  d'un  même  point,  en  négli- 
geant les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier. 

Soient  x,  j^  z  les  coordonnées  d'un  point  (]uelcoiique 
d'une  surface,  les  équations  de  la  normale  en  ce  point  se- 

JT  — y  +  p(ï  — ï')  =  o,     j  — /  4-7(2 -î')  =  o- 

Le  point  d'intersection  de  cette  ligne  et  de  la  normale 
au  point  infiniment  voisin ,  dont  les  coordonnées  sont 
a!  -\-  rfx*,  j'4-  rfr',  ^ -!-  àz' ,  sera  donné,  en  négligeant  les 
infiniment  petits  d'ordi'e  supérieur  au  premier,  par  la  com- 
binaison de  ces  deux  équations  et  de  leurs  difiërentielles 
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par  rapport  à  .:*•■',  j/j  2',  qui  sont 

—  du'  —  pdz'  A-  [tdx'-\-  sdy')  (s  —  z')  =  o, 

—  dy'  —  qdz'  ~\-  {tdj'  -\-  sdx')  [z  —  z')=zo, 
OU,  en  remplaçant  dz'  par  j^rfx'+^t//, 

,gi  \   {l+p')d^'  +  pgdy'={rd^'+sdy){z~-z'), 

^    '  \   [t  +  <}')'ix''hpqd^'=^{cdy  +  sd^){z^  ^']. 

La  condition  pour  que  les  deux  normales  se  rencontrent 
s'obtiendra  en  exprimant  que  les  valeurs  de  s  —  z'  sont  les 
mêmes  dans  ces  deux  dernières  équations;  on  retrouve 
ainsi  l'équation  du  n°  340, 

rdx"  -!-  sdy'  tdy'  -(-  sdx' 

(l  ■■^p')dx'  -hpqdy  ~  (l  +  2=)  dr'-hpqdi?^ 

équation  qui  est  la  même  que  l'équation  (3)  du  jx"  330,  et 


rapportent  aux  tangentes  des  sections  normales  de  cour- 
bui'es  maximum  et  minimum.  Sculenicnt  il  faut  bien 
observer  que  cette  équation  n' exprime  pas  que  les  deux 
normales  se  coupent  réellement,  puisqu'on  a  négligé  les 
termes  du  second  ordre;  mais  que  l'on  trouvera  pour 
c,  y,  z  des  valeurs  qui  satisferont  aux  équations  de  la 
première  normale,  et  telles  que,  augmentées  de  quan- 
tités d'ordre  supérieur  au  premier,  elles  satisferaient  à  la 
seconde.  Elle  exprime  donc  que  la  plus  courte  distance 
des  deux  normales  est  un  infiniment  petit  du  troisième 
ordre. 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  lui  donnera  la  forme 
suivante  ; 

dr^ 


1  [/"7'-(' 


K(.-^p']'-(i-HîV]Ê-i-(.^y). 
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350.  Remarque.  —  Si  l'on  considère  la  normale  en  un 
point  M  d'une  surface,  on  peut  se  proposer  de  déterminer 
la  courbe  qu'il  faudrait  tracer  sur  la  surface  pour  que  les 
normales  à  cette  surface  menées  par  tous  les  points  de 
cette  courbe  rencontrassent  rigoureusement  la  première. 
Cette  courbe  aurait  la  même  tangente  en  M  que  la  ligue 
de  courbure,  mais  ne  se  confondrait  pas  avec  elle.  On  a 
pensé  qu'en  prenant  sur  cette  courbe  à  partir  de  M  un  arc 
infiniment  petit  MM',  puis  construisant  une  courbe  jouis- 
sant de  la  même  propriété  relativement  à  la  normale  en 
M',  et  continuant  ainsi  indefi.nim.ent,  on  aurait  tracé  sur 
la  surface  une  courbe  telle,  que  les  normales  menées  par 
ses  différents  points  se  rencontreraient  rigoureusement, 
ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les  lignes  de  courbure.  Cette 
supposition  est  illusoire.  On  remarquera  d'abord  que  les 
normales  aux  divers  points  d'un  de  ces  arcs  infiniment 
petits  coupent  toutes  la  première,  mais  ne  se  couperaient 
pas  entre  elles  ;  de  sorte  qu'il  ne  faudrait  considérer  que 
les  extrêmes,  ce  qui  n'offre  rien  de  bien  net  à  l'esprit.  II 
est  facile  de  voir  ensuite  que  le  lieu  limite  de  ces  arcs 
n'est  autre  chose  que  la  ligne  de  courbure-,  car,  puisqu'en 
chacun  de  ses  points  il  est  tangent  à  la  ligne  de  courbure 

passant  en  ce  point,  le  -j-  y  a  la  même  valeur,  et  l'équa- 

tioa  différentielle  de  cette  ligne  est  la  même,  et  conduira 
à  la  môme  équation  finie.  Il  reste  donc  à  s'expliquer 
comment  la  surface,  lieu  des  normales  qui  ne  se  rencon- 
trent pas  rigoureusement,  peut  être  la  limite  d'une  sur- 
face formée  par  les  normales  qui  se  rencontrent  réelle- 
ment, c'est-à-dire  comment  une  surface  polyédrique  peut 
tendre  vers  une  surface  où  les  génératrices  successives 
ne  se  coupent  pas.  Or  c'est  ce  dont  on  rencontre  à  chaque 
instant  des  exemples.  Par  exemple,  la  surface  formée  par 
les  côtés  infiniment  pelits  d'un  polygone  inscrit  dans  une 

Cah.in/.B.-ll.  "  3i 
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courbe  à  double  courbure  a  pour  limite  celle  qui  est 
formée  par  les  tangentes;  cependant  ces  dernières  ne  se 
rencontrent  pas,  taudis  que  les  génératrices  de  la  première 
surface,  ou  les  côtés  indéfinis  du  polygone,  se  rencontrent. 
C'est  même  à  cause  de  cela  qu'on  appelle  surface  dévelop- 
pahle  le  lieu  de  ces  tangentes,  parce  que  c'est  la  limite 
d'une  surface  composée  de  faces  planes  ayant  chacune  une 
droite  commune  avec  la  suivante,  et  pouvant  par  consé- 
quent être  rabattues  toutes  sur  un  même  plan,  sans  solu- 
tion de  continuité. 


3Sl, 

SiVon  élimine 

rfr- 

entre  les 

équatic 

,ns(8), 

H-/''-r(z 

-s' 

)  _    PI  - 

-,.(«- 

^) 

(ro) 

P1-'{'~ 

■»') 

1  +  q' 

-.(=- 

-'') 

Celle  équation,  jointe 

a»x 

équations 

delar 

lomale 

r. 

-^J-^plz^J 

)  = 

o,    r  — / 

+  '/(> 

-î')  = 

déterminera  les  coordonnées  x,j,  z  du  point  de  rencontre 
des  deux  normales  infiniment  voisines  ;  et  l'on  aura  la  sur- 
face, lieu  de  tous  ces  points  de  rencontre,  en  éliminant 
a/,  j/,  J  entre  ces  trois  équations  et  celle  de  la  surlace 
donnée, 

352.  Les  équations  (  8  )  ne  diffèrent  des  équations  (  3  his) 

que  par  le  changement  de  —  en  {s— s').  La  valeur  de 

(s  —  s')^i  -r-p'-H  ç^,  ou  la  partie  de  la  normale  com- 
prise entre  le  point  de  la  surface  et  le  point  de  rencontre 


avec  la  normale  infiniment  voisine,^ sera   donc  égale 
—  \/i-!-p^  +  '/°  ou  à  R.  Ainsi  les  distances  du  point  de 
la  surface  aux  points  où  les  normales  infiniment  voisines 
se  rencontrent  sont  égales  aux  rayons  des  courbures  pria- 
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cipales.  Ces  deux  points  de  rencontre  ne  sont  donc  autre 
chose  que  les  centres  des  courbures  principales, 

3S3.  Cela  posé,  déterminons  la  conrfce  qui,  en  chacun 
de  ses  points,  jouit  de  la  propriété  d'être  tangente  à  la 
section  principale,  et  qui  est  telle,  par  conséquent,  que 
les  normales  à  la  surface,  menées  par  deux  points  infini- 
ment voisins,  pris  sur  cette  courbe,  se  rencontrent.  Les 
coordonnées  x',j/,  s'd'un  quelconque  de  ces  points  sa- 
tisferont à  l'équation  (9)  et  à  celle  de  la  surface  :  cette 
dernière  donne  z'  en  fonction  dea/,_;/,  et,  si  l'on  substitue 
cette  valeur  dans  l' équation  (y),  on  aura  une  équation 
du  premier  ordre  entre  ^,  y,  et  du  second  degré  par 

rapport  à  -3  ;  on  l'inlégrera,  et  l'on  aura  deux  équations 


finies,  renfermant  chacune  une  constante  arbîtraii' 


,  que 


l'on  déterminera  en  exprimant  que  chacune  de  ces  deux 
équations  entre  a/  al  y  est  satisfaite  par  les  coordonnées 
du  point  de  la  surface  par  lequel  on  voudra  faire  passer  les 
courbes. 

C'est  ainsi  qu'on  détermine  les  équations  de  ces  lignes 
remarquables,  auxquelles  on  a  donné  le  nom  de  lignes  du 
courhwe. 

3S4.  Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  surface 
développable ,  lieu  des  normales  à  la  surface  donnée, 
menées  par  tous  les  points  d'une  de  ses  lignes  do  cour- 
bure. 

Les  équations  d'une  quelconque  de  ces  normales  seront 

^-x'-hp{z~z')-^0,      y-f-^q{z  —  z')  =  0, 

et  les  coordonnées  x',  j/,  z'  devront  satisfaire  à  l'équation 
de  la  surface  donnée  et  à  l'intégrale  de  l'équation  {9).  Si 
donc  on  élimine  x',  j',  2'  entre  ces  quatre  équations,  l'équa 
lion  fmale  entre  a:,  y,  s  sera  celle  delà  surface  cherchée. 
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Les  deux  surfaces  obtenues  ainsi  pour  les  deux  ligues  de 
courbure  qui  passent  par  un  même  point  se  coupent  à 
angle  droit;  et,  en  général,  toutes  celles  qui  se  rapportent 
h  l'un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure  coupent  à  angle 
droit  toutes  celles  qui  se  rapportent  à  l'autre  système. 

3S5.  Enfin,  si  l'on  veut  connaître  le  lieu  des  points  de 
rencontre  des  normales  consécutives,  ou  l'arête  de  rebrous- 
sement  de  la  surface  qui  est  le  lieu  de  ces  normales,  il  faudra 
joindre  l'équation  (lo)  à  celles  qui  ont  déterminé  l'équation 
de  cette  surface.  On  en  éliminera  a/,  ■/,  s',  au  moyen  des 
deux  équations  de  la  normale  et  de  celle  de  la  surface  don- 


e  seconde  équation  entre  a 


'J^- 


jointe  à  celle  de  la  surface  développable,  déterminera  l'arêle 
de  rebrous  se  ment  qui  cori'cspond  à  la  ligne  de  courbure  que 
l'on  considère. 

Cette  seconde  équation  entre  x^y,  z,  étant  indépendante 
de  la  ligne  de  courbure,  est  satisfaite  par  les  arêtes  de  re- 
broussement  relatives  à  toutes  les  lignes  de  courbure  de  la 
surface  donnée;  elle  représente  donc  le  lieu  de  ces  arêtes, 
ou  de  tous  les  points  de  rencontre  des  normales  consécutives 
de  la  surface  donnée. 

356.  Les  points  de  rencontre  des  normales  consécutives 
sont,  comme  nous  l'avons  dît,  les  centres  des  cercles  oscu- 
lateurs  des  sections  principales;  mais  il  faut  tien  se  garder 
de  croire  qu'ils  soient  les  centres  des  cercles  osculateurs  des 
lignes  de  courbure  ;  car  les  normales  qui  y  passent  sont 
tangentes  à  une  même  courbe,  propriété  qui  n'appartient 
jamais  aux  normales  qui  passent  par  les  centres  de  cour- 
bure d'une  courbe  qui  n'est  pas  plane.  Or,  en  général,  les 
lignes  de  courbure  ne  sont  pas  planes,  et  même  elles  pour- 
raient l'être  sans  que  leurs  cercles  osculateurs  se  confon- 
dissent nécessairement  avec  ceux  des  sections  principales  : 
on  eu  voit  un  exemple  très-simple  dans  les  parallèles  d'une 
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surface  de  révolution.  Il  faut,  pour  que  les  centres  de  cour- 
bure des  sections  principales  soient  ceux  des  lignes  de 
courbure,  que  les  plans  osculateurs  de  ces  lignes  soient 
normaux,  et  que,  par  conséquent,  les  lignes  de  courbure 
soient  les  lignes  de  plus  courte  distance  sur  la  surface. 

jipplication  au  paraboloïde  elliptique. 

357.  Soient  20,  ailes  paramètres  des  paraboles  prin- 
cipales d'un  paraboloïde  dont  l'axe  est  dans  la  direction 
des  z  positifs;  l'équation  de  cette  surface  sera 


L'équation  (9),  qui  appartient  aux  deux  lignes  de  c 
bure,  devient  ainsi,  en  posant  -  =  A,  a[a  —  è)=- 

Si  l'on  différentie  cette  équation,  ou  obtient 


■■]('£ 


-/  =0. 


Si  l'on  tire  de  la  précédente  la  valeur  de  x^  —  A.j^~~  G, 
et  qu'on  la  reporte  dans  la  dernière,  on  trouve 
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Divisant  uar  xj- --Î  elle  devient 


dy_ 


Les  Vrois  termes  étant  des  dérivées  exactes, 
intégrant, 


'  C  dx 


'r\.y- 


II  intégrant  de 


Mais  cette  équation,  avee  deux  constantes  arbitraires,  est 
l'intégrale  de  l'équation  du  second  ordre,  et  doit  renfermer, 
conunc  cas  particulier,  celle  de  la  proposée.  En  substituant 
celle  valeur  de jr  dans  l'équation  du  premier  ordre,  on  trou- 
vera entre  C  et  C  une  condition  qui  réduira  ces  constantes 

à  une  seule.  Celte  condition  est  C'=^  ■■    •  77;'  de  sorte  que 

1  équation  générale  des  lignes  de  courbure  du  paraboloïde 
est 

BG 

ou,  en  substitnanl  à  A  et  B  leurs  valeurs, 

Ces  courbes  se  projetteront  donc  sur  le  plan  des  x  cl  y 
suivant  des  hyperboles  ou  des  ellipses,  suivant  que  C  sera 
positif  ou  négatif. 

La    valeur    de  celte   constante  sera  déterminée  si  l'on 
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donne  les  coordonnées  œ\  y'  du  point  de  la  surface  par 
lequel  on  veut  faire  passer  la  ligne  de  courbure  ;  on  aura 
ainsi  l'équation 

„       ^    ,,        ha[a--b]G 


a3;"C'+  [&,r''—  a/'+  al  [a  —  i)]C  —  bf'—O; 

d'où  l'on  tire  pour  G  des  valeurs  réelles  inégales,  l'une 
positive  et  l'autre  négative,  que  nous  désignerons  par  a 
et  — S.  Les  projections  des  deux  lignes  de  courbure  qui  se 
croisent  au  point  donné  ont  donc  pour  équations 

^, .     «&{^-*V 


Si  l'on  suppose  o  ^  6,  la  parabole,  située  dans  le  plan 
des  X  et  z,  est  celle  qui  a  le  plus  grand  paramètre.  Les 
hyperboles  suivant  lesquelles  se  projettent  les  lignes  de 
courbure  ont  alors  leur  axe  réel  dans  la  direction  de  l'axe 


,                      ,                               /ab[a  —  b 
des^,  et  sa  longueur  est  1  /  — ^ 


^ 


pour  a=ioD  ,  et  sa  valeur  est  sjb[a—  b);  les  hyperboles 
se  réduisent  alors  à  l'axe  des  j-.  On  voit  donc  qu'en  portant 
sur  l'axe  des  y,  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  des  longueurs 
égales  à  i^b[a^-b)^  on  aura  les  limites  entre  lesquelles 
tombent  les  sommets  des  hyperboles,  qui  sont  les  projec- 
tions d'un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure. 

L'équation  qui  représente  les  projections  des  lignes  de 
l'autre  système  donne  toujours  des  ellipses  réelles,  parce 

que  l'on  a  «S  —  &>o  ou  £>-■  En    effet,  si  l'on  sub- 
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stitue  -—  -  à  C  dans  l'équation  qui  détermine  cette  con- 
stante, on  trouve  un  résultat  négatif;  et,  comme  elle  n'a 
qu'une  seule  racine  négative,  cette  racine  est  numéri- 
quement plus  grande  que  -;   ainsi  l'on  a  S^-i   quels 

que  soient  a;',  y' ^  et  l'équation  ne  donne  que  des  ellipses 

réelles. 

-,      -,       .             ,                    ,      ,  ,        labia^  b)  ,      .       . 

Ledemi-axe  des  x  est  égal  a  \    — ^ j-^i  et  le  acmi- 

axe  des  r  à  v/°    ^    ■  -.■■■•  La  valeur  minimum  de  ce  der- 
■^       V       "ê — b 

nier  correspond  à  6  ;=  «o  ,  et  est  Jb[a  —  è)  ;  elle  donne  les 

mêmes  points  déjà  trouvés  pour  la  limite  supérieure  des 

axes  réels  des  hyperboles.  Dans  ce  cas,  l'ellipse  se  confond 

avec  une  partie  de  l'axe  des  y. 

Si  l'on  a  :»/=:o,  une  valeur  de  C  est  infinie  î  l'autre 
est  positive  si  l'on  a.  y'<^\lb[a  —  b),  et  négative  dans  le 
cas  contraire.  Dans  le  premier  cas,  les  projections  des 
deux  lignes  de  courbure  sont 'une  hyperbole  et  l'axe  des  y; 
dans  le  second  cas,  elles  se  composent  d'une  ellipse  et  de 
l'axe  des  j'. 

Si_y'=:  o,  une  des  valeurs  de  C  est  nulle,  et  l'autre  né- 
gative. Les  deux  lignes  de  courbure  sont  alors  une  ellipse 
et  l'axe  des  a;. 

358.  Les  équations  qui  déterminent  les  ombilics  de- 
viennent, dans  l^cas  que  nous  examinons, 

^7  =  0,      a{y^-hh^)=h{_^r^^,y^ 

ce  qui  donne  les  deux  systèmes 

.»:.  =  o,     j  =  ±'^b{a-b)     et     /  =  0,      ^=±s^a{b-a). 

On  voit  qu'un  seul  donne  des  coordonnées  réelles;  et, 
dans  le  cas  actuel,  c'est  le  premier,  puisque  nous  avriis 
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supposé  «  >  à.  Il  y  a  donc  deux  ombilics  dans  le  parabo- 
loïde  elliptique;  ils  se  trouvent  sur  la  parabole  principale 
qui  a  le  plus  petit  paramètre,  et  ne  sont  autre  chose  que  les 
deux  points  que  nous  avons  déjà  reconnus  comme  limite 
des  sommets  des  lignes  de  courbure. 

359.  Si  le  paraboloïde  est  de  révolution,  les  ombilics  se 
confondent  avec  le  sommet.  Les  deux  valeurs  de  C  de- 
viennent — Tj  et  —  I  ;  et  les  équations  des  lignes  de  courbure 
sont 

la  première  représente  tous  les  plans  passant  par  l'axe  de 
révolution,  et  la  seconde,  des  cylindres  ayant  pour  base, 
sur  le  plan  des  xy,  des  cercles  de  rayon  arbitraire  ayant 
leur  centre  au  sommet.  Les  lignes  de  courbure  sont  donc 
les  méridiens  et  les  parallèles,  comme  cela  a  lieu  dans 
toutes  les  siu-faces  de  révolution.  Quant  au  lieu  des  centres 
de  courbure,  il  se  compose  évidemment  de  l'axe  de  ré- 
volution et  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de 
la  développée  de  la  courbe  méridienne  autour  du  même 
axe. 

application  à  l' ellipsoïde . 

360.   Considérons  maintenant  l'ellipsoïde  ayant  pour 
équation 


On  trouvera  par  la  différenliation 
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Substituant  ces  valeu 

rs  dans  l'équation  (9),  on  obtient 

'•["-")'/£ 

+  [4'(«'-<:')''-l 

-a-{o-~h'),--a-l'[a'~i'n''£ 

-1- *■(„■- ■.■)>-7  = 

Si  l'on  pose 

«•(S'-« 

.)             „.(„.-/,.! 

»'(«■"< 

■■)       ""•         a'-c-          *■ 

elle  doTiem 

équation  de  même  forme  que  celle  qui  vient  d'être  t 
dans  le  cas  du  paraholoïde,  et  que  l'on  traitera  semblable- 
ment.  Les  projections  des  lignes  de  courbure  seront  des 
ellipses  ou  des  hyperboles,  dont  la  discussion  se  fera  sans 
difficulté. 
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BiOTE  SllU  LES  IKTÉGUAIES  PUISES  EWTRE  «ES  iiJll'lliS 
iUlAUlNAIRES  ; 

pAK    M.   J.   BERTRAND 

Membre  de  l'Institut. 


Définitions . 

1.  L'introduction  dea  espressions  imaginaires  dans  le  Calcul  inlégral 
est  déjà  fort  ancienne,  Euler  et  Laplace,  invoquant  seulement  la  géné- 
ralité de  l'Analyse,  ont  souvent  remplacé  par  des  valeurs  imaginaires 
des  constantes  supposées  d'abord  réelles,  et  obtenu  ainsi  des  formules 
importantes  dont  la  démonstration  plus  rigoureuse  n'élait  pas  parfois 
sans  difficulté.  Nous  avons  rencontré  déjà  quelques  exemples  de  ce 
genre  de  considérations,  en  les  présentant  seulement  comme  un  pré- 
cieux moyen  d'induction.  Cette  théorie  n'a  pris  une  forme  rigoureuse 
que  depuis  les  travaux  de  Cauchy,  où,  pour  la  première  fois,  le  sens 
précis  des  intégrales  imaginaires  a  été  nettement  fixé. 

L'extension  pure  et  simple  de  la  définition  des  intégrales  réelles  au 
cas  des  fonctions  et  des  limites  imaginaires  conduirait  Irès-aouvent  à. 
un  résultat  mal  déterminé. 

Si  l'on  pose,  en  effet,  comme  définition, 


i 


y'(î)rf3  =  f  (c  +  rfv/— 0  —  ?  (" -I- 'V- 


le  second  membre  de  cette  formule  représentera  en  général. plusieurs 


y  Google 


493  ÂPPEÏÏDICE. 

expressions  distincles,  entre  lesquelles  rien  n'indique  la  manière  de 
choisir.  On  a  wi  que  la  plupart  des  fonctions  imaginaires  ont,  en  effet, 
plusieurs  valeurs  différentes,  qui  ne  peuvent  Ôlre  distinguées  qu'en 
faisant  croître  la  variable  d'une  manière  continue  et  suivant  une  loi 
déterminée. 
Écrivons  par  exemple 

chacun  des  logarithmes  qui  forment  le  second  membre  est  indéter- 
miné, et  l'on  peut  ajouter  à  l'intégrale,  définie  do  cetto  manière,  un 
multiple  arbitraire  de  2?^/  — i.  Une  remarque  semblable  s'applique  à 
l'équation 

dont  le  second  membre  représente  quatre  valeurs  entre  lesquelles  on 
reste  indécis.  L'indétermination,  il  est  vrai,  ne  se  présente  pas  tou- 
jours. On  a,  par  exemple, 

et  le  second  membre  e*t  parfaitiment  dulerm  ne  mais  de  tels  c-k 
sont  eiceplionneK  et  une  définition  générale  et  précise  est  ind  spen 

2  Poisson  dans  un  Mémoire  publie  en  i8ii  aviit  rencontre  cette 
difficulté  et  fut  un  pas  vi,ra  la  solutnn  En  ipfliquant  a  i  mtégialf 
déiine 


irs 


la  formule  générale  qui  sert  de  déSnition,  il  avait  trouvé 
et  cependant  l'élément  ~  est  constamment  positif. 
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La  même  difficulté  se  présente  pour  toule  intégrale  de  la  forme 
/  5f ,  dans  laquelle  ni  est  un  nombre  pair.  En  calculant  de  même 

/        — ,  les  éléments  passent,  dil-il,  du  positif  au  négatif  et  les 

parties  inQnies  peuvent  se  détruire;  mais  alors  il  semblerait  que  l'in- 
t^rale  devrait  être  nulle,  et,  au  contraire,  elle  est  égale  à  la  quantité 
imaginaire  /(— i);  ce  logarithme  a,  comme  on  sait,  une  infinité  de 
valeurs  comprises  sous  la  forme  (a« -i-iJTrv'— i,  n  étant  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif,  et  tt  représentant  toujours  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamÈtre.  On  ne  voit  pas  d'abord,  dit  Poisson,  com- 
ment la  somme  des  éléments  qui  sont  tous  réels  peut  avoir  plusieurs 
valeurs,  et  encore  moins  comment  ces  valeurs  sont  imaginaires. 

Pour  écarter  cette  difficulté,  on  pourrait  se  borner  à  remarquer  que 
la  déQnition  des  intégrales  définies  considérées  comme  sommes  de  leurs 
éléments  suppose  essentiellement  que  ceux-ci  ne  deviennent  pas  infinis, 
et  que,  par  conséquent,  les  formules  employées  ne  sont  pas  applicables 
aujt  cas  dont  il  s'agit. 

Poisson  no  s'en  tient  pas  à  cette  raison  sommaire.  f[x]  étant  la 
dérivée  de  F(a:),  on  a,  dit-il, 

Dès  la  naissance  du  Calcul  intégral,  on  a  regardé  l'intégrale  définie 
comme  eicprimant  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle  et  ces  va- 
leurs comme  les  éléments  de  l'intégrale  ;  et  c'est  pour  cette  raison  que 

l'on  a  indiqué  les  intégrales  par  la  lettre  1 ,  initiale  du  mot  somme. 

Depuis,  on  a  senti  que  cotte  notion  de  l'intégrale  était  un  véritable 
théorème  qui  a  besoin  d'Être  démontré.  On  prouve  donc  maintenant, 
dans  le  Calcul  intégral,  que  la  quantité  ¥{b]~¥{a)  est  la  somme  des 
valeurs  de  /(a;)<ic,  lorsque  x  va  de  x  =  a  a  s:  —  b  yiac  degrés  infini- 
ment petits,  chacun  de  ces  degrés  étant  exprimé  par  clx.  Cette  propo- 
sition a  lieu  quels  que  soient  les  changements  de  signe  de /(^jJj' entre 
les  limites  a  et  b.  Elle  subsiste  aussi  alors  même  que  celte  différen- 
tielle passe  par  des  valeurs  imaginaires;  mais  la  démonstration  qu'on 
en  donne  suppose  essentiellement  qu'entre  les  mêmes  limites  /(a^) 
demeure  une  quantité  finie,  et  quand,  au  contraire,  elle  passe  une  ou 
plusieurs  fois  par  l'infini,  il  y  a  des  cas  dans  lesquels  cette  proposition 
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cesse  d'avoir  lieu.  Dana  ces  sortes  de  cas,  l'int^ralô  définie  n'a  plws 
aucun  rapport  nécessaire  avec  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle, 

/dx       l'ila: 
— -!     /  ~j° 

Nous  allons  faire  voir,  ajoute  Poisson,  que  l'on  peut  ranaener  cesca^ 
d'exception  à  la  notion  ordinaire  des  intégrales  regardées  comme  les 
sommes  de  leurs  éléments,  ce  qui  fera  disparaître  l'espèce  d'anomalie 
qu'elles  présentent. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  faire  en  sorte  que  la  variable  a^  passe  de  la 
limite  n  à  la  limite  b  par  une  série  de  valeurs  imaginaires.  Alors /(j:) 
ne  deviendra  plus  infinie  pour  aucune  de  ces  valeurs  intermédiaires,  et 
l'intégrale  définie  reprendra  sa  signification  ordinaire.  Ainsi,  relative- 

/il-e 
—  1  prise  depuis  ^  =  —  i  jiisqu  a  j;  —  + 1 ,  je 


e  =  —  (COSS  -i-\J  —  li 


et  j'intègre  par  rapport  à  s,  depuis  z-~  o  jusqu'à  s—  (an  +')"7 
«étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif.  Les  valeurs 
!S  de  .c  seront  toujours 


mais,  on  allant  d'une  limite  à  l'autre,  cette  variable  ne  passera  plus 
par  la  valeur  x  -.n  o,  qui  rendait  infinie  la  quantité  -■  Nous  aurons 
alors 

dx  =  (sinï—  v^— icos3)rfs  =  ~  v/~i(coss-t-i/— i6in!)f/j. 

et  l'intégrale  définie 

Ce  passage  très- remarquable  de  Poisson  contient  la  définition  pré- 
cise des  intégrales  imaginaires,  qui  ont  joué  depuis  un  rôle  si  impor- 
tant; mais,  satisfeit  d'avoir  écarté  une  difficulté  singulière  qui  l'avait 
un  instant  étonné,  ii  n'a  suivi  aucune  des  conséquences  de  son  ingé- 
nieuse explication,  en  laissant  à  Cauchy  l'honneur  de  créer  la  théorie 
nouvelle. 
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3.  La  délinition  de  Caiichy  est  conforme  à  celle  de  Poisson.  L'inté- 
grale   

J.  +  H-'' 
est  la  limite  de  la  somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle  ç  [z]  dz, 
lorsque  s  passe  de  u  -h  t  \/ — i  à  c  +  d^/ — i,  en  recevant  des  valeurs 
intermédiaires  qui  sa  succèdent  suivant  une  loi  continue.  C'est  précisé- 
ment d'ailleurs,  on  le  voit,  la  définition  donnée  pour  les  intégrales 
réelles,  lorsque  la  variable  sans  cesser  d'ôtre  réelle,  passe  de  la  limite 
inférieure  à  la  1  m  te  s  pér  e  ire.  On  voit  que  î'iniégrale  change  de 
signe,  comme  dans  le  cas  des  limites  réelles,  lorsque,  les  deux  limites 
se.cliangeant  I  ne  dans  iautre,  la  série  des  valeurs  intermédiaires 
reste  la  même  et  p  t  repre  entée  par  la  même  courbe  parcourue  en 
sens  inverse 

Mais  soub  1  dentité  apparente  des  deux  définitions  subsiste  une 
différence  essent  elle  lo  sque  a  passe  de  la  valeur  réelle  «  à  la  valeur 
réelle  h,  les  valeurs  nter  nédi aires  réelles  qu'elle  doit  prendre  sont 
entièrement  déterm  ncea  !  n  en  est  pas  de  même  lorsqu'une  variable 
imaginaire  do  t  passer  de  la  valeur  initiale  a  ■+-  b<i/—\  à  la  valeur 
finale  c  -4-  d\f^^  Les  expressions  imaginaires  étant  représentées,  sui- 
vant l'usage  adopté  par  les  points  d'un  plan,  si  P  et  Q  sont  les  points 
correspondant  aux  limites  de  l'intégrale,  on  peut  les  réunir  par  une 
courbe  quelconque  et  attribuer  successivement  à  3  les  valeurs  repré- 
sentées par  les  points  de  cette  courbe,  dont  la  forme  arbitraire  intro- 
duit dans  la  dérmitîon  une  indétermination  réelle,  mais  beaucoup 
moindre  cependant  que  l'on  ne  serait  porté  à  le  croire  à  première  vue. 
Si  la  courbe,  en  effet,  se  déforme  d'une  manière  continue  en  conser- 
vant les  mêmes  points  extrêmes  qui  représentent  les  limites  données, 
l'intégrale  ne  varie  pas  continuellement  avec  elle,  et  c'est  seulement 
lorsque  la  courbe  franchit  certains  points  particuliers,  nommés  poinu 
critiques,  qu'elle  change  brusquement  de  valeur. 

4.  Considérons,  en  effet,  l'intégrale 


lila  défmitiondo  f  (s)  la  rend  susceptible  de  plusioi 
e  donner  celle  qui  correspond  au  point  P,  et  la  lui 
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alors  pour  déterminer  celles  que  prend  ensuitR  successivement  la  fonc- 
tion. Soit 

^{■c+f^/^i)  =  m  +  îii/^, 

M  et  N  étant  des  fonctions  données  de  x  et  de  j.  On  aura,  en  posant 
z  =  ,n-7l/-i, 

=  Milx  -  Nf/j  H-  \/-i{Mdy  -h  }idx] 
et 

(i)  f<f[z]dt=   l'(Mdx~tiiIj)-h</^  /"(M-^jH-NiAr). 

La  lettre/  représente,  dans  le  second  membre,  une  fonction  arbitraire 
de  X,  et  la  courbe  dont  les  points  ont  pour  coordonnées  les  valeurs 
successives  de  a:  et  de  7  est  entièrement  arbitraire  ;  les  points  extrêmes 


r  les  limites  de  l'intégrale  j<f{z]dz.  Suppose 


que  cette  courbe,  le  long  de  laquelle  on  intègre,  se  déforme  infiniment 
peu,  et  que  la  fonction  y  subisse  un  petit  cbangement  et  devienne 
y-^Xiy  Xi  étant  nul  aux  deux  limites,  le  second  membre  de  (1)  chan- 
gera de  forme  ;  mais  nous  allons  prouver  qu'c/i  général  il  ne  change 
pas  de  valeur. 

En  désignant  par  f'  la  dérivée  de  y,  le  second  membre  de  (1)  peut 
s'écrire 

(a)  r(M~N/)rfj--i-v'"-^  r(M/-t-N)rtLc. 

Si  l'on  remplace  yp^t  y  -^y,,X,  étant  infiniment  petit, 
de  (a)  est  évidemment 

m^iis  on  a,  ;>-étant  une  fonction  de.r, 
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et  l'expression  (3)  devient,  en  remarquant  que  y,  est  nul  aux  deux 
limites, 


on  voit  que  le  changement  de  l'intégrale  (2]  est  égal  à  zéro. 

Plusieurs  remarques  sont  nÉcessaires  ;  en  calculant  le  changement 
de  l'intégrale  (3),  nous  avons  négligé  les  iiifmiment  petits  du  second 
ordre,  et  par  conséquent  la  démonstration  précédente  prouve  seule- 
ment que, ^  recevant  une  variation  infiniment  petito  du  premier  ordre, 
la  variation  correspondante  de  l'intégrale  (  2  )  est  du  second  ordre,  tout 
au  plus.  Mais  on  sait  qu'alors  cette  variation  est  rigoureusement  nulle 
et  qu'un  changement  fini  apporté  à  !a  fonction  y  n'en  peut  apporter 
aucun  dans  l'intégrale. 

La  démonstration  reste  soumise  cependant  à  une  restriction  impor- 
tante ;  elle  suppose  évidemment  la  continuité  des  fonctions  M  et  N,  et 
par  conséquent  celle  de  la  fonction  (p  [s).  S'il  en  était  autrement  le  ré- 
sultat ne  serait  plus  exact,  et  l'intégrale  jf{z)clz  pourrait  changer  de 

valeur.  Si  donc  la  courbe  qui  dirige  l'intégration  se  déforme  d'une 
manière  continue,  l'intégrale  r^te,  en  général,  invariable;  mais  il  peut 
arriver  qu'elle  change  hrusquement  de  valeur  si  la  fonction  y  {s)  devient 
infinie  ou  acquiert  plusieurs  valeurs  égales  pour  une  certaine  valeur 
de  3,  lorsque  la  courbe  le  long  de  laquelle  on  intègre,  en  se  déformant 
d'une  manière  continue,  franchit  le  point  qui  correspond  à  cette  va- 
leur de  z. 

S,  Le  théorème  précédent  servant  de  base  à  toute  la  théorie,  il  ne 
sera  pas  superûu  d'en  donner  une  seconde  démonstration,  qui  conduira 
d'ailleurs  à  des  conséquences  un  peu  plus  étendues. 

Considérons  sur  le  plan  un  contour  fermé  quelconque  AMPA,  et  une 
fonction  continue  -p  (3)  déterminée  pour  chaque  valeur  de  la  variable  z, 
représentée  par  un  point  intérieur  au  contour.  Je  dis  que  l'intégrale 

l^{z]ilz  étendue  à  la  circonférence  AMP  est  égaie  à  zéro 

Caiculiilf.  V.—  [[.  32 
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Soit,  comme  plus  haut, 

ï(ï)  =  M  +  Nv/=^. 
Décomposons  la  surface  AMPA  eu  éléments  infiniment  petits,  & 


pris  entre  des  parallèles  aux  axes  des  coordonnées  ;  multiplions  chi 
élément  iferf/ par 

df'^i/^      *      '\</^       dy)' 
La  somme  des  produits  ainsi  obtenus,  c'est-à-dire 

est  évidemment  nulle,  en  vertu  des  deux  équations  (  4)  i 
■m      rfN_ 

On  peut  décomposer  la  première  intégrale  de  la 


/J^^*-/rf-/'™*. 


En  supposant  que,  pour  la  valeur  considérée  de  3: 

des/  coupe  le  contour  aux  points  1,2,  'i,  4,  et  nommant  Mi,  M„  M^, 
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I,  les  valeurs  de  M  qui  y  correspondent,  on  a 


J  '6 


jnséqueiit 


n  étend  l'intégrale  /  Kdjr  à  la  circonférence  entière  du  c 

que,  pour  une  même  valeur  d 
;nt  les  quatre  éléments  M,d. 
ue  l'équation  peut  s'écrire 


tour  APMA,  on  verra  que,  pour  une  même  valeur  de  (te,  cette  intégrale 
comprend  précisément  les  quatre  éléments  M^tùc,  —il^il^c,  H,ii!^, 
—  M.rfj^,  en  aorte  que  l'équation  peut  s'écrire 


l'intégration  étant  étendue  au  contour  entier. 
On  verra,  de  même,  que 

//f  "■'*•=  >'"' 

et  par  conséquent  l'expression  (4),  qui  est  nulle,  se  réduit  à  l'inté- 
grale 

r(M(te-Nrf/)  +  v/^  Ç{Udj-,-Kdx), 

c'est-à-dire  à  1  ^  (a)  (?3  étendue  à  la  circonférence  du  contour  proposé. 

La  démonstration  suppose,  il  ne  faut  pas  l'oublier,  que  la  fonction 
f{z)  soit  finie,  continue  et  bien  déterminée  par  les  points  qui  corres- 
pondent à  l'intérieur  du  contour. 

6.  Le  résultat  précédent  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celui  que 
nous  avons  démontré  {4  ]  -  Si  l'on  considère  en  effet  deux  lignes  AMli, 

ANB,  réunissant  les  points  A  et  B,  'l'intégrale'  /  f  (  s)  dz,  prise  le  long 
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du  chemin  A5iB,  sera  égale  et  de  signe  contraire  h  la  raêrne  intégrale 
prise  )e  long  du  chemin  BMA,  et  par  conséquent  l'intégrale  prise  pour 


le  contour  entier  ANBMA  est  égale  à  ia  différence  des  deux  intégrales 
prises  le  long  de  ANB  et  de  AMB  ;  cette  différence  est  donc  égale  à  zéro 
et  les  deux  intégrales  sont  égales,  comme  nous  l'avions  prouve  (4), 

7.  Les  deux  démonstrations  supposent  essentiellement  que,  dans 
l'intérieur  du  contour  considéré  ou  dans  l'espace  contenu  entre  les  deus 
chemins  qui  dirigent  l'intégration,  la  fonction  'p(a)  soit  finie  et  con- 
tinue. Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  le  théorème  cesse  d'être 
exact,  ainsi  que  nous  pouvons  dès  à  présent  nous  en  assurer  sur  un 
exemple  fort  simple. 

Soit  (p(z)  =  -• 


J'fh, 
— 


autour  d'un  cercle  de  rayon  R,  ayant 

pour  centre  l'origine  des  coordonnées.  C'est  l'exemple  choisi  par 
Poisson  (2]. 
Les  coordonnées  d'un  point  de  ce  cercle  sont 
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z~  X  +j-v/— I  =  B  (cosy  +  f/—l&va.ii/j, 
rfs  ^  R  ( —  sin^  -t-  v/— icoBiji)  rfy, 

—  =  -J^^^ -,—  . — r-^  =  i/-i rf<f. 

^  tcosï  +  v  — ïsin'c) 

Si  l'on  parcourt  la  circonférence  de  cercle  dans  le  sens  où  les  valeurs 
de  i>  sont  croissantes,  ^  varie  de  zéro  à  stt,  et  l'on  a  par  conséquent 

valeur  différente  de  zéro,  et  le  théorème  démontré  (5)  se  trouve  en 
défaut,  parce  que  la  fonction  -  devient  inQnie  pour  z  —  o. 


En  étendant  l'intégration  à  la  circonférence  de  cercle  de  rayon  K,  dé- 
crit de  l'origine  comme  centre,  on  aura 

3  =  R(cos?  +  l/:rrsin^), 

v/5=;/H(cos|H-/=7sin^), 

*fa  =  R(— sinç  +  v^' cos!f  )<■/>(>  =  R/—1  (cos^ +  v/— isin(p)(!ï. 

—  =  v/S  s/—  I  [  ces  -  +  v/~  I  sin  î  )  df, 
V/a  \       ■■*  ^J 

"^  =  l/Rv'^[[asin7t-2sino)-av/=^(cos^-coso)]  =  -4v''ïï- 

et  le  théorème  est  ici  en  défaut,  non  plus  parce  que  la  fonction  inté- 
grée devient  infinie,  mais  parce  qu'elle  n'est  pas  et  ne  peut  pas  être 
bien  déterminée  dans  l'intérieur  du  contour, 

9.  Lorsque,  comme  dans  le  cas  précédent,  la  fonction  f  (z)  n'est  pas 
toujours  finie  dans  l'intérieur  du  contour  considéré,  on  peut  la  rendre 
telle  en  entourant  d'un  contour  fermé  chacun  des  points  pour  lesquels 


/; 
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la  fonction  devient  infime,  et  adjoignant  alors  la  circonférence  de  clia- 
cun  de  ces  contours  à  celle  de  la  figure  primitive. 
Soit,  par  exemple,  le  contour  KMN,  dans  l'intériour  duquel  se  trou- 


vent, pour  la  fonction  f  [s),  deux  points  critiques  A  et  B.  Entourons 

les  points  par  les  contours  PQR,  STU,  et  l'intégrale  /  f  (z)  dz,  prise  le 

long  des  trois  contours  KMN,  PQR,  STU,  parcourus  dans  le  sens  in- 
diqué par  les  floches,  sera  égale  à  zéro.  Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de 
réunir  chacun  des  contours  intérieurs  à  la  circonférence  KMN  par 
deu\  trails  parallèles inûniment  voisins  a, p,,ajPj,  7,iî|,7,3j.  Onpeut 
alore  considérer  le  contour  continu  a,  P|PQR^,ajy|J,STU3'j7,MNa, 
comme  renfermant  une  portion  déterminée  du  plan,  dans  l'intérieur 

de  laquelle  ne  se  trouve  aucun  point  critique    Lintégrale  j  ^[~)dz 

prise  le  lon^  de  ce  contour  est  donc  égale  à  zéro ,  m\  s  leb  éléments  re- 
latifs a  «iP,,  p^a,  '/S  3  7  se  détruisent  éiidemment,  et  le  théorème 
it  démontié 


10.  Nous  pomon  d^s  a  présent  justifier  par  les  cunsidotations 
précédentes  quelques  demonstnton  d)ns  lesquelles  les  intcTiles 
imaginaires  ont  souvent  été  introdu  tes  sdns  osamen  sulLsint 

Nous  avons  trouvé 


(5) 

i: 

(T 

••A  = 

v=. 

Si  dan 

s  cotte  formule  on 

,  pose 

elle  devient 

— 

' 

-i-«/- 

^. 

(6) 

j: 

(/,r  = 

■.\/r.. 
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iNxÉGUALBs  rr.isps  enthe  des  i.imiti 
c'est-à-dire 


"£ 


ot,  par  conséquent, 


e"'"COsaaa;(ij;  =  «""V^i 


£ 

Ces  formules  sont-elles  suffisamment  di 

Pour  nous  en  assurer,  remarquons  que  supposer  t,=  x+a.\/~i, 
puis  faire  varier  a:  de  —  co  à  -h  »  ,  c'est  tout  simplement  faire  mou- 
voir le  point  représenté  par  s  sur  la  parallèle  a  l'axe  des  X  menée  à  la 
distance  b,  et  qu'en  admettant  la  transformation  de  l'intégrale  [5),  où 
■z  est  réel,  en  l'expression  (6),  nous  admettons  simplement  que  l'in- 
tégrale f  e-'-dz  reste  la  même  lorsque  l'on  dirige  l'intégration  suivant 

l'une  ou  l'autre  des  lignes  indéfinies  —  SX,  —  PP.  Or  il  est  clair  que, 
si  l'on  adjoint  à  ces  lignes  deux  parallèles  à  l'ase  des  j,  situées  de  part 
el  d'autre  à  une  distance  infinie,  on  obtiendra  un  contour  fermé,  dans 
l'intérieur  duquel  la  fonction  e-'°  est  continue  et  bien  d' 


légrale  totale  relative  h  ce  contour  est  donc  nulle,  mais  les  portions 
relatives  aux  deux  parallèles  à  l'axe  des  j- sont  évidemment  nulles  ;  car, 
en  posant 

on  a 

e-2'=  e— -^îe— '^lïiV^erî  =  c-'^î  +  r;{coaaa:,/,  —  y'— isinaa;,/,) 

qui  est  évidemment  nulle  lorsque,  ^,  étant  infini,  y\  est  compris  en.re 
o  et  a.  On  peut  donc  dire  que  l'intégrale  relative  à  —XX,  ajouiée  à 
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celle  relative  à  P  —  P,donno  une  somme  nulle,  et  que,  par  conséquent, 
'les  deux  intégrales  relatives  à  —  XX  et  à  —  PP  sont  égales  entre 

H.  Dans  l'int^ralo 


supposons 


=  ,.'v/-,  =  „(cos^  +  v'-.™j)! 


d'où,  en  remplaçant  e-'""'"'  par  cosk'  — j/— lsin^(^  nous  conclurons 
/        cos/i'ela—  \/-! 

Cette  démonstration  manque  évidemment  de  rigueur  ;  est-il  possible  de 
la  rendre  exacte? 

Remarquons,  pour  nous  en  assurer,  qu'en  posant 


et  par  conséquent  le  point  dont  les  coordonnées  so.U  a;  et  j  décrit 
une  ligne  droite  issue  de  l'origine,  et  inclinée  â  ^5  degrés  sur  l'axe 
desX. 


yGoosle 


s  emthb  des  laites  i 


Transtormor  l'intégrale  {?]  en  (8],  c'est  donc  admettre  que  l'Inté- 
grale prise  le  long  de  OP  soit  égale  à  celle  prise  le  long  de  OX.  Si  du 


point  O  comme  centre,  avec  un  rayon  infiniment  grand,  on  Hicnl  un 
arc  de  cercle  PX,  on  verra  (5)  que  l'intégrale  prise  le  long  do  OPX 
est  égale  à  celle  prise  le  long  de  OX;  car,  pour  tous  les  points  du  plan, 
la  fonction  e~"  est  continue  et  bien  déterrninée.  Or  on  a,  pour  un  point 
de  PX,  en  nommant  R  le  rayon  OP, 

z  =  ^-4-^V^::T=R(cos^  +  V=Tsin¥), 

e-"=  e-«'(™"î  +  V^s'"'T\ 

e-"'rf!  =  Rv'— -ie-i''ti;''*"fi-v^=™'ï)t;^(cos?  + l/^sLnï), 

et,  coramele  produit  Re-R'^iTggt  infiniment  petit  lorsque  R  devient 

infini,  pour  toutes  les  valeurs  do  f  comprises  entre  o  et  j>  l'intégrale 

prise  le  long  de  XP  est  nulle.  La  transformation  se  trouve  donc  légi- 
time à  cause  de  doux  circonstances  fortuites  en  quelque  sorte,  et  aux 
quelles  on  n'avait  nullement  songé  en  la  faisant. 

13,  Considérons  cnQn  la  formule 
(9)  Pe-v-*=.r(«). 


elle  devient 


(.o)  /      c-'""-'''(»  +  p»'-ir,.-'rf»  =  r(,o, 


y  Google 


5o6 
c'est-à-dire.  ( 


p  =  psinS, 
""  [cosp  u  —  t/^sinp  II)  rt"'' du  =  - 


d'où  Euler  a  conclu 

'■■>     s:- 

...       X"-' 

où  n  désigne  un  nombre  posilif  quelconque  entier  ou  fractionnaire. 
Pour  savoir  si  la  transformation  est  légitime,  remarquons  qu'en  po- 
sant 

î  =  ^-^jv'=^=.(«  +  pv'^)«  =  p«(cosS  +  v'~sln9), 

le  point  dont  les  coordonnées  sont  ^  et  j"  est  assujetti  à  parcourir 
une  ligne  droite  partant  de  l'origine,  et  faisant  avec  l'axe  des  X  un 
angle  9. 

Soit  OP  cette  ligne.  Notre  transformation  revient  à  admettre  que 
l'intégrale  prise  le  long  de  OP  est  égale  à  celte  prise  le  long  de  OX  ;  il 
suffit,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  J'intégrale  prise  le  long  d'un 
arc  de  cercle  PX,  de  rayon  infiniment  grand,  qui  réunit  les  deux  lignes 
soit  égale  à  zéro  ;  or  sur  les  points  de  cet  arc  on  a 

ai  — R(costf  +  ^Z— isinf  ), 

et  la  différentielle  à  intégrer  contient  le  facteiur  e-ueo^t  qui  la  rend 
nulle  lorsque  R  est  infmi,  pourvu  que  8,  qui  est  la  limite  de  w,  soit  in- 
térieur à  -I  c'est-à-dire  pourvu  que  a  et  p  soient  positifs. 


Variation  brusque  d'une  intégrale  imaginaire. 

13,  Cherchons  la  variation  de  l'intégrale  lf(z)dz  lorsque,  les  limites 

restant  les  mêmes,  la  courbe  le  long  de  laquelle  on  intègre  franchit,  en 
se  déformant,  un  point  auquel  correspond  pour  «(î)  une  valeur  in- 
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fiDÎe,  Soit  A  ce  point;  comparons  les  valeurs  de  l'intégrale  /^ (sjrfî, 

prises  successivement  le  long  des  contours  PMQ,  PM'Oi  qui  compren- 
nent entre  eus  le  point  critique  A. 

Considérons  les  deux  chemins  PIKI'Q  et  PIKTQ,  qui  réunissent  l'un 
et  l'autre  les  points  extrêmes  P  et  Q  en  présentant  deux  parties  com- 
munes PI,  l'Q,  et  ne  différant  l'un  de  l'autre  qu'en  ce  que,  dans  le 


premier  chemin,  ces  deux  parties  sont  réunies  par  la  de  mi-cire  on  fé- 
rencè  infiniment  petite  IKI'  qui  a  son  centre  en  A  et  qui  se  trouve 
remplacée  dans  le  second  par  l'autre  moitié  IKT  de  la  môme  circonfé- 
rence. 

L'intégrale  prise  le  long  du  chemin  PMQ  est  la  mËme  que  le  long 
du  chemin  PIKI'Q,  car  le  premier  peut  se  déformer  et  coïncider  avec 
le  second  sans  traverser  le  point  A.  De  même  l'intégrale  prise  le  long 
dePM'Qestégaleà  celle  qui  correspond  au  chemin  PIK'I'Q;  la  varia- 
tion cherchée  ^t  donc  la  diilërence  entre  les  valeurs  de  l'intégrale 

h{z)dz  prise  le  long  des  chemins  PIKI'Q,  PIK'I'Q.  Ces  doux  che- 
mins ont  les  parties  communes  PI,  l'Q;  si  donc  la  fonction  ^  (a)  ne 
change  pas  de  forme  quand  on  passe  de  l'un  à  l'autre,  les  deux  inté- 
grales ne  diffèrent  que  par  la  substitution  de  la  partie  relative  à  IKI'  à 
celle  relative  à  IKT'  et  comme  les  intégrales  J'elatives  à  une  même 


dff 


t é   d     m    té] 
I 


td 


té 


succe        m     t  d       I 
inflnim    1 7  t    IK  1 1 

14   0    p     t  d 
d'aprè    1         pi  eat 
brusque  de  l-^[z]elz. 
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Soient  en  effet  a  et  p  les  coordonnÉes  du  point  A,  et  par  conséquent 
a  ■+-  ^\/— I  la  valeur  do  zqui  rend  f{z)  infinie.  Supposons  qu'il  existe 
un  nombre  entier  n  tel,  que  le  produit 

ne  soit  ni  nul  ni  infini  quand  on  y  suppose  a  =  «  -h  P\/—i;  posons 

F(.z)  =  (,-.-p,/=I)-,(,), 

et  admettons  enfin  que  F|s)  soit  développable  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  de  z  — a  — Pv'—i,  en  sorte  que  l'on  ait 

,(z). 


(z-'.-pv'-ir 

on  en  conclut 

toutes  les  intégrales  étant  supposées  prises  autour  du  cercle  infiniment 
petit  décrit  du  point  A  comme  centre.  Toutes  celles  dont  l'élément  ne 
contient  pas  s  —  a  —  p  v'^  en  dénominatour  sont  évidemment  infini- 
ment petites,  car  la  différentielle  ne  devient  pas  infinie.  Bornons-nous 
doncù  calculer  les  intégralesde  la  forme 


j(z-,-(i,/=7r 

En  nommant  p  le  rayon  du  cercle,  la  valeur  de  s  relative  à  l'un  dES 
points  du  cercle  est  évidemment 

a=  a-4-  6\/^-+-p(coS!p-+-V^^sinfp), 

et  pour  faire  décrire  au  point  correspondant  la  circonférence  du  cercle 
il  faut  faire  varier  f  de  zéro  à  aw;  l'intégrale  est  donc  égale  à 


r£ 


(cosy-t- v^^sinî) 

[c„s(J-,),_v'r7ain(i-i),l,/,. 
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Lorsque  k  est  dilTérent  de  l'unité,  celte  inti^grale  est  nulle; 
supposant  X-  =  i ,  elle  se  rMuit  à 


il) 


r^-~ 


_,  étant  le  coefficient  de  - 


-  dans  le  développement  do 


ja  fonction  ï(s),  nommé  par  Cauchy  résidu  relatif  h  «+  ^jZ—i. 

Si  le  point  qui  représente  ï  parcourait  la  oirconférente  en  sens  in- 
-verse,  l'intégrale  (i)  serait  égale  à  —  an  \f^.  Dans  chaque  application 
■du  théorème  précédent,  il  faut  tenir  compte  de  cette  remarque  en 
examinant  dans  quel  sens  doit  se  faire  l'intégration  qui  représente  la 
.différence  cherchée. 

IS.  Nous  avons  exclu,  dans  la  démonstration  précédente,  le  cas  où 
le  contour  qui  dirige  l'intégration  passe  par  l'un  des  points  critiques 
pour  lesquels  la  fonction  est  infinie.  L'intégrale,  dans  n  a  p 

en  général,  de  valeur  déterminée.  Cauchy  y  applique  n    nm  n 
théorèmes  en  remplaçant  l'intégrale  par  la  valeur  qu  1  é    1 

valeur  principale. 

Soit  0  le  point  critique;  la  valeur  principale  de  Tint  g  1  p  1 
long  du  contour  POQ  est,  d'après  la  défmilion  de  Caud  )    1    1      t    d 


la  somme  des  deux  intégrales  prises  le  long  de  PI  et  le  long  de  l'Q, 
lorsque  les  arcs  égaux  10,  01'  décroissent  indéfiniment.  Elle  diffère 
■donc  de  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  PIMI'Q  par  l'intégrale 
prise  sur  la  demi- circonférence  IMl',  c'est-à-dire  TrAi/~i,  moitié  de 
la  variation  totale  i-^ky/ — i,  qui  se  produit  quand  le  contour,  en  se 
déformant,  traverse  le  point  critique. 
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Détenninfition  de  quelque.':  intégrales  définies. 

16.  Considérons,  pour  appliquer  les  résultats  prép^dp,nts,  la  diffé- 
rentielle 


)ù  a  désigne  \in  nombre  réel  et  positif. 
Intégrons  d'abord  entre  les  limites  z  =  - 


cercle  de  rayon  infiniment  grand  ayant  pour  centre  l'origine  des  i 
données.  11  faut  poser 

j-=Rsm,, 
et  faire  varier  o  de  la  valeur  ir  à  la  valeur  zéro.  L'intégrale  sera 
■,i'-,-...i.,ft,/^(e„s,.-ht/^.inTl 


(cosa^+  v'— 


o  étant  positif  ainsi  que  sinç.  L'exponentielle  e-iMsinï  devient  nulle 
pour  les  valeurs  infiniment  grandes  de  R.  Le  module  du  produit  des 
facteurs  qui  le  multiplient  n'étant  pas  infini,  l'intégrale  est  évidemment 
nulle. 

L'intégrale  prise  pour  les  valeurs  réelles  de  z,  c'est-à-dire  le  long  de 
l'axe  des  X,  est  égale  par  conséquent  à  l'intégrale  prise  autour  du 
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cercle"  infiniment  petit  décrit  autour  du  point  qui  correspond  à  la  v 
pour  laquelle  la  différentielle  est  inMe.  Or  on  a 


le  résidu  corres pondant  à  la  valeur  b\J~i  de  z  est  ici 

et  rintégrale  égale  à  avrAi/— i  esl 

~b~' 
On  a  donc 

Bt,  en  séparant  dans  le  premier  membre  la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire, 

La  seconde  de  ces  formules  est  évidente. 

17.  Considérons  en  second  lieu  la  difi'érentielle 


on  verra,  comme  dans  le  cas  précédent,  que,  a  étant  positif,  l'intégraie 
est  nulle  !e  long  de  la  demi-circonférence  de  rayon  infiniment  grand 
décrite  de  l'origine  comme  centre  et  du  côté  des  /  positifs.  Si  l'on  in- 
tègre le  long  de  l'axe  des  X,  en  remplaçant  seulement  par  «ne  demi- 
circonférence  infiniment  petite  la  partie  qui  contient  le  point  critique 
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placé  à  l'origine,  on  aura  donc  le  mÉme  résultat,  et  l'on  peut  écrire 


Remplaçons  dans  la  première  et  la  troisième  intégrale  tf'''^'  par  la 
valeur  cosci^-t- /^siniîj:;  remarquent  que  les  deux  intégrales 
réelles  sont  évidemment  égales  et  de  signes  contraires,  et  que  ■  -^  '■■ 

n'étant  pas  inflni  avec  a:,  la  suppression  de  l'intégrale  (  d.x  le 

long  du  diamètre  inliniment  petit  AS  est  insignifiante,  et  nous  aurons 

Mail  pour  lea  points  du  cercle  AMB,  on  peut  écrire  e"-'^  =  i ,  et  par 
conséquent  (7) 

/AMB  „<is,C7  __ 

donc  enFia 

comme  il  a  été  précédemment  trouvé, 

18,  La  méthode  précédente,  qui  est  extrômemont  téconde,  constitue 
une  des  belles  découvertes  de  Cauchy.  Donnons-eu  encore  une  appli- 
cation. 

Considérons  la  différentielle 

a  désignant  un  nombre  réel  cl  positif  moindre  que  l'unilé,  et,  afin 
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qu'elle  soit  bien  définie,  admettons  que,  la  valeur  initiale  de  2  étant 
«ne  valeur  négative  réelle  infiniment  grande  —  R,  on  ait  pris 

(-ll)-'  =  E"[oo»(a-i)T+^^,in(o^i),J, 


il""'  étant  réel. 
L'intégrale 


prise  le  long  de  la  demi-circonférence  do  rayon  infiniment  grandit, 
sera  cette  fois  encore  égale  à  zéro.  Elle  est,  en  effet, 

1/--  it      i-^  Rlcosi  -t-  y—  ism^  J 

et,  comme  a  est  moindre  que  l'unité,  le  module  de  rexpres3ion  inté- 
grée entre  les  limites  —net  zéro,  qui  ne  sont  pas  infiniment  écartées, 
est  infiniment  petit,  et  l'inlégrale  devient  nulle,  par  conséquent,  lorsque 
B  est  infini. 

Le  seul  point  critique  de  la  différonticUo  correspond  à  la  valeur 


L'intégrale 


prise  le  long  do  la  lignt 


-  XAMBX,  qui 


e  compose  de  la  porlion  XA 


de  l'axe  des  X,  du  demi-cercle  infiniment  petit  AMB  décrit  autour  du 
point  dont  l'abscisse  est  —  i  et  de  la  ligne  BO  prolongée  jusqu'à  un 

Cah.inf.D.-  U.  33 
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point  infiniment  éloigné  X,  est  donc  aussi  égale  à  zéro,  et  l'on  a 

i/>A        ,-.-1                   /"AMli    .^-\ 
l dx-^  I           -   -  -dz 
0,1      .';" 
+  /     — — —  dx  -1-   /       — ■  (fa-  =  (1. 

Si,  dans  les  intégrales  /        et  /    ,,  on  remplace  x  qui  est  négatif  par 

x"-'[cob((ï— -iJK'i-  v/— ■isin(fl  —  i)ti], 

la  somme  dn  cpb  ïntégralea  prendra  la  forme 

J[oo.(n~i).-n/=7sin(„^-,),], 

/-  étant  un  facteur  réel  que  nous  n'avons  pas  besoin  de  connaître. 
L'intégrale 

/AMB  ,"-1 

est  égale  (i5)  à 

~7T-\/-i[co£(n-i)ir4-i/^isin[a-i)ir], 
et  l'on  a  par  conséijuent 

Multiplions  par  [cos(— nii)  +  \/^isin(— «ttj],  il  viendra 

_^.  +  „V3iH.[cos(-«^)-^-/-^sin(-û,.)]j^"-^^,rf^  =  o, 

et,  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  i/—  i , 


(i5) 
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;  aisément,  la  -valeur  priiicipalp.  {i5)  de  l'intégrale 


C"   -'^—d-^^-f'-f:^-^'!^ 


19.  Soit  (p(z)  uno  fonction  biendéfraio  de  la  variable  z  qui  devienne 
iafinie  (tour  n  valeurs  de  z  correspondant  auK  poinls  A„  A„ . . . ,  A„  in- 
térieurs a«  contour  fermé  MNP  On  a  vu  (9)  que,  si  l'on  calcule 
l'intégrale  j  f[z)d3\e\of\^  du  contour  MNP,  puis  le  long  de  n  con- 
tours de  formes  et  d(>  dimensions  ailiilraires  décrits  autour  de  chacun 
des  poinls  A,,  A„  ,  A,  et  nen  contenant  chacun  qu'un  seul,  la 
somme  de  toutes  ces  intégrales  sera  nulle,  pourvu  que  les  contours 
intérieurs  soient  parcourus,  comme  l'indiquent  les  flèches  de  la  figure, 
dans  un  sens  opposé  à  celui  du  contour  total  qui  les  contient. 


Les  intégrales  relatives  à  deus  contours  parcourus  en  sens  opposé 
étant  égales  et  de  signes  contraires,  on  peut  énoncer  le  théorème  en 
disant  que  l'intégrale  relative  au  contour  MNP  est  égale  à  la  somme 
des  intégrales  relatives  aux  contours  intérieurs  pris  dans  le  même  sens 
que  lui. 

/F'Iz] 
r^ — -c/b,  F(z)  étant  ie  pre- 
mier membre  de  l'équation 
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dont  nous  voulons  compter  les  racines  et  que  nous  supposerons  seu- 
lement bien  déterminée,  linie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée  pour 

peut  devenir  infinie  sont  ceux  qui  correspondent  aus  racines  Je 
Y{z]  =  o,  et  réciproquement  à  chaque  racine  correspond  un  tel  point. 
Soit,  en  effet,  z  =  «  -i-  p  i/-~  i  une  racine  de  degré  de  mullipUcilé  p, 
c'est-à-dire  supposons  que  l'on  ait 


9  (s)  étant  une  fonction  Qnie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour  la 
valeur  z  —  a-hp ^^ i ;  nous  aurons 

et,  en  divisant  le  premier  membre  par  F  (s)  et  le  second  par  le  produit 
qui  lui  est  égal, 

li^^ P ,   f'(l) 

Pourcalculerl'intégraleautourd'un  cercle  infiniment  petit  ayant  pour 
centre  le  point  qui  correspond  à  z  =  «  +  p  /^  i ,  on  peut  négliger  la 
fonction  ^-J  qui  est  unie,  et  iirtésrate  est    par  uiniequent  [i  |) 

égale  à  2it/n/— i;  la  somme  dc&  intégrales  prises  le  long  dei  petit', 
cercles  qui  entourent  les  poinls  correspordant  au\  riLinea  est  par 
conséquent  égale  au  produit  de  air /^  par  le  nombre  total  des  ra 
cines,  dans  lequel  la  racine  de  de<"cé  de  multiplicité  p  eot  comptée 
p  fois;  et,  par  conséquent  enfin  le  nombre  des  rac  nés  coriespor  Jml 
à  des  points  intérieurs  au  contour  e^ît  représenté  par 


^^im-^ 


l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  MNP. 

Pour  faire  usage  de  ce  théorème  très- remarquable  dû  à  Cauchy,  il 
nous  reste  à  examiner  le  moven  de  calculer  cette  intégrale. 

On  a 
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et,  en  posant  e  [z]  =  P  +  Qi/~i, 

Le  terme -/(P'+ Q")  étant  bien  déterminé  pour  chaque  point  du 

contour,  et  reprenant  la  même  valeur  après  un  tour  accompli,  don- 
nera évidemment  zéro  pour  résultat.  Pour  calculer  l'intégrale  qui  cor- 
respond au  terme  i/—  i  arc  tang  v-  ;  partageons  le  contour  total  en  un 
certain  nombre  d'arcs  dans  l'intérieur  de  chacun  desquels  j-  ne  de- 
vienne pas  infini,  en  prenant  pour  points  de  division  ceax  pour  lesquels 
on  a  Q=o.  j^i  dans  chacun  de  ces  intervalles,  passera  de  -^-  ™  à 
-hoOjde— co  à  — 00,  de  — «s  à-i-=o  ou  de  +œ  à— ™;  dans 
les  deux  premiers  cas ,  l'accroissement  de  arc  tang  ^  est  évidem- 
ment nul  ;  il  est  ir  dans  le  troisième  et  —  tt  dans  le  quatrième.  La 
moitié  de  l'excès  du  nombre  des  arcs  de  la  troisième  espèce  sur  ceux 
de  la  quatrième  représente  donc  le  nombre  des  racines. 

20.  Supposons,  par  exemple,  que  le  contour  soit  un  cercle  de  rayon 
infiniment  grand  p  décrit  de  l'origine  comme  cenlro,  et  soit 

F  ( î)  =  s'"  +  A,  s""-'  -I-  A,  3'"-'+ ...-!-  A„„ 

A,,  Aj, . . .,  A_  étant  dos  constantes  réelles. 


Q=  p^cosflîw  -f-A|p'~-'sin(ra  — i)io-f-...-t-A„_|psinw, 

et  p  étant  inrmiment  grand,  les  deus  seconds  membres  peuvent  être 
réduits  à  leurs  premiers  termes,  et  par  conséquent  Q  est  nul  pour  les 

valeurs  de  «  infiniment  peu  différentes  de  o,  —  j  ■ — !■■  ■)  — ~ —  t,--., 
/        __   ■,  p 

'-— -j!;  et  l'on  a  ainsi  im  intervalles  dans  chacun  desquels^ 

passe  de  —  co  à  +  w  .  Le  nombre  des  racines  est  par  conséquent  égal 
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Intégrales  des  fonctions  susceptibles  de  p/iisieitrs  valeurs. 

21 .  Les  différentielles  considérées  dans  les  exemples  précédents  n'a- 
vaient qu'une  seule  valeur  possible  pour  chaque  valeur  de  la  variable, 
et,  iorsqu^  le  chemin  qui  règle  l'intégration  en  se  déformant  d'une 
manière  continue  franchit  un  point  critique,  la  variation  de  l'intégrale, 
due  tout  entière  aux  éléments  qui,  dans  un  inlervalle  infiniment  petit, 
ont  acquis  une  voleur  infinie,  est  égale  (  13)  à  l'intégrale  relative  à  un 
cercle  infiniment  petit  décrit  autour  du  point.  Mais  les  choses,  dans 
certains  cas,  se  passent  tout  autrement.  Soit  l'intégrale 

les  limites  n  et  6  correspondant  aux  points  P  ot  Q.  Supposons  que  la 
courbe  le  long  de  laquelle  on  intègre  traverse  en  se  déformant  un 
des  points  critiques  relatifs  a  la  fonction  9(2),  et  cherchons  quelle  va- 
riation en  résultera  pour  l'intégrale. 

Le  problème  est  très- différent  de  celui  qui  a  été  résolu  (14).  La  va- 
leur de  tp(3)  n'étant  plus  pour  chaque  valeur  de  z  unique  et  indépen- 
dante de  la  route  suivie  par  le  point  qui  représente  a,  une  cause 
nouvelle  de  changement  se  produit  pour  altérer  bien  plus  profondément 
le  résultat.  Dans  le  cas  traité  (14),  l'intégrale 

pouvait,  par  un  choix  nouveau  de  la  courbe  le  long  do  laquelle  se  fait 
l'intégration,  recevoir  un  accroissement  constant  dont  nous  avons  cal- 
culé l'expression,  mais  la  forme  de  la  fonction  reste,  à  cela  près,  tou- 


jours ta  même.  Les  éléments  des  intégrales  correspondant  à  deux  con- 
tours voisins  diffèrent  infiniment  peu  les  uns  des  autres,  et,  si  les 
contours,  après  s'être  séparés,  se  réunissent  dans  une  portion  de  leur 
cours,  les  éléments  relatifs  à  la  portion  commune  sont  les  mêmes  dans 
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les  deux  cas.  11  en  est  loul  aulroment  dans  i'hypothèso  actuelle.  Si 
l'on  considère  deux  contours  infiniment  voisins,  tels  que  PMINQ, 
PMI' NQ, comprenant  entre  euïie  point  critique  A,  les  deux  intégrales, 
identiques  pour  la  portion  qui  correspond  à  PM,  diffèrent  non-seule- 
ment parce  que  dans  l'une  les  éléments  relatifs  au  contour  MIN  rem- 
placent ceux  qui  dans  l'autre  sont  relatifs  à  HI'N,  mais  encore  parce 
que,  entre  les  points  N  et  Q,  les  valeurs  de  la  différentielle  <f(z)ih 
sont,  dans  les  deux  cas,  très- différentes; 

22.  Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  jx/i  —  s'dz,  et  soit  k  !e 
point  critique  correspondant  h  z  -~  i,  pour  lequel  les  deux  valeurs  do 
la  fonction  \/i  —  a'  sont  égales  et  peuvent  se  changer  l'une  dans  l'autre. 


Soit  B  le  point  correspondant  à  a  =  a,  et  considérons  les  deux  inté- 
grales relatives  aux  deux  contours  OPIQB,  OPI'QB; elles  ont  la  partie 
commune 


Mais  on  sait  qu'en  suivant  à  partir  do  P  les  deux  chemins  PIQ  et  PI'Q 
pour  parvenir  en  Q,  on  y  trouvera  pour  le  radical  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires,  en  sorte  que  l'intégrale 

/•OB       

JOQ 

qui  forme  la  partie  imaginaire  des  deux  expressions  considérées,  aura 
dans  l'une  et  dans  l'autre  des  valeurs  égales  et  do  signes  contraires. 
Quant  aux  portions  relatives  aux  contours  PIQ,  PI'Q,  elles  sont  infini- 
ment petites  et  négligeables  si  le  cercle  PIQI'  est  infiniment  petit. 

23.  Pour  étudier  les  valeurs  diverses  de  l'intégrale  /     i{z)dz  dans 
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le  cas  où  la  fonelion  (p(5)  est  mal  déterminée,  M.  Puiseux  a  proposé 
une  classification  ingénieuse  et  fort  utile  des  divers  cliemins  qui,  entre 
leadeus  points  qui  représentent  les  limites  a  et  s,  peuvent  donner 
lieu  à  des  intiîgrales  distinctes. 

Soient  A  et  Z  les  points  extrêmes  qui  représentent  les  limites  de 
l'inlégrale,  et  C,,C„...,C,  les  points  critiques  dont  la  rencontre  peut 
faire  naître  un  changement  dans  l'intégrale,  lorsque  le  contour  qui 
réunit  A  à  Z  franchit  l'un  d'entre  eux  en  se  déformant,  M.  Puiseux 
nomme  conloar  élémentaire  le  contom  parcouru  par  un  point  qui,par- 
l-ant  de  A,  se  dirige  vers  un  des  points  critiques,  décrit  autour  de  lui 
un  cercle  infiniment  petit,  et  revient  en  A  en  suivant  la  ligne  qui  l'a 
amené.  Il  est  aisé  de  voir  que  tout  contour  coramençant  en  A  et  finis- 
sant en  Z  peut  être  remplacé  par  la  réunion  de  plusieurs  contours 
élémentaires  successivement  parcourus,  auxquels  on  adjoindra,  pour 
terminer,  la  droite  OZ,  et  qu'une  telle  substitution  peut  se  faire  sans 
qu'il  en  résulte  de  changement  pour  l'intégrale. 

Considérons,  en  effet,  un  fil  llexible  dont  une  extrémité  soit  fixée  en 
A,  et  qui,  plié  suivant  la  ligne  qui  dirige  l'intégration,  aille  passer  dans 
un  anneau  placé  en  Z,  On  peut,  on  le  sait,  changer  la  forme  de  ce  fil 
sans  altérer  l'intégrale,  pourvu  que,  conservant  les  mêmes  extrémités 
A  et  Z,  ii  ne  franchisse  en  se  déformant  aucun  des  points  critiques. 
On  peut  aussi  adjoindre  au  ohemiu  considéré,  quel  qu'il  soit,  un  che- 
min quelconque  deux  fois  parcouru  en  sens  opposé  partant  de  l'un 
quelconque  des  points  du  contour  et  y  revenant,  pourvu,  qu'il  intro- 
duise dans  l'inlégrale  des  éléments  qui  se  détruisent  deux  à  deux. 

Cela  élaiit  rappelé,  supposons  que  l'on  implante  sur  chacun  des 
points  critiques  G,,  Cj, . . . ,  C„  une  tige  matérielle  qui  empÉche  le  fil  de 
la  franchir,  et  que  l'on  tire  ensuite  celui-ci  à  travers  l'anneau  Z,  de 


manière  à  le  raccourcir,  autant  que  possible,  en  le  réduisant  à  une  série 
de  lignes  droites  réunissant  les  points  critiques  ou  seulement  quelques- 
uns  d'entre  eux,  autour  desquels  il  pourra  faire  un  nombre  quelconque 
de  circonvolutions.  Supposons  qu'à  partir  de  A  le  chemin  ainsi  réduit 
se  dirige  d'abord  vers  le  point  critique  C,  ;  deux  cas  peuvent  se  pré- 
senter ;  ou  il  s'appuie  sur  lui  simplement,  ou  bien,  avant  de  le  quitter, 
il  fait  autour  de  lui  un  ou  plusieuvs  tours.  Dans  le  premier  cas,  le 
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chemin  ayant  la  forme  ACiC,  peut  Être  remplacé  par  un  contour  élé- 
mentaire décrit  autour  du  point  C,,  suivi  d'un  chemin  direct  dirigé 
vers  G,  et  laissant  G,  à  sa  gauche.  Si  le  fil,  avant  de  quitter  C,,  fait  au- 
tour de  lui  n  circonvolutions,  on  peut  remplacer  la  portion  AC,Cj  par 
7/  -)- 1  contours  élémentaires,  suivis  d'un  chemin  direct  qui  va  de  A 
vers  G.  en  laissant  G,  à  sa  gauche.  El  j'entends  par  là  que  ces  deux 
chemins  peuvent  Être  réduits  l'un  à  l'autre,  comme  on  s'en  assure  à  la 
simple  vue,  sans  qu'il  y  ait  nécessité  de  faire  franchir  à  l'un  d'eux,  en  le 
déformant  d'une  manière  continue,  aucun  des  points  critiques  G,  et  G, 
et  en  évitant,  bien  entendu,  la  rencontre  des  autres  points  critiques 
qui  peuvent  se  trouver  sur  le  plan. 

he  fil,  se  dirigeant  ensuite  vers  un  troisième  point  Cj,  pourra  être 
remplacé  de  même,  dans  la  porlion  AC,Cj,  par  un  certain  nombre  de 
contours  élémentaires  décrits  autour  de  C,,  suivi  d'une  ligne  se  rendant 
directement  vers  G3  et  laissant  G,  et  G,  à  la  gauche,  sans  comprendre 
entre  elle  et  AC,  C^C,  aucun  autre  point  critique. 

L'application  répétée  de  cette  méthode  permettra,  comme  on  l'a 
annoncé,  de  remplacer  le  chemin  proposé,  quel  qu'il  soit,  par  une 
série  de  contours  élémentaires  auxquels  qn  adjoindra  un  dernier  che- 
min allant  directement  de  A  en  Z, 

24,  Suivons  les  conséquences  des  considérations  précédentes  dans 
l'étude  de  l'intégrale 


£ 


i/.- 


Admettons  que  pour  la  valeur  initiale  z  =  o  on  prenne  )/i—z'=+i; 
si,  partant  de  l'origine  des  coordonnées,  le  point  qui  représente  z  suit 
une  courbe  donnée  quelconque,  les  valeurs  successives  dos  radicaux 
sont  déterminées  par  la  loi  de  continuité.  Les  points  critiques  cor- 
respondent ici  aux  valeurs  s  =  ±  i  et  sont  tous  deux  situés  sur  l'axe 
des  X  de  part  et  d'autre  de  l'origine. 

Les  contours  élémentaires  sont  AIKI'IA  et  AGLG'GA.  Un  chemin 
quelconque  partant  de  A  et  se  terminant  en  Z  peut  être  remplacé  par 
une  série  de  contours  élémentaires  successivement  parcourus,  auxquels 
on  adjoint,  pour  terminer,  la  droite  AZ.  Lorsque,  partant  du  point  Â, 
n  d  pt  t  pour  le  radical  la  valeur  -h  i,  le  point  qui  représente  z 
p  co  1 1  d  oite  Al,  si  l'on  nomme  s  le  rayon  de  cercle  0,1,  la  valeur 
du  d  1  I  rsqu'on  arrive  en  I  est  évidemment  -1-  v/i  —  e'  ;  mais, 
q  and     n  f  sant  tourner  le  point  directeur  autour  du  petit  cercle,  on 
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l'aura  ramoné  en  1,  ie  radical  aura  pris  la  valeur  ~  ^i  —  i'.  On  a,  on 
effet, 

les  deux  valeurs  de\/i-i-  z,  n'étant  pas  infiniment  voisines,  no  peuvent 
évidemment  pas  se  ohanger  l'une  dans  l'autre,  par  suite  do  chemin  in- 
finiment petit  qui  a  été  parcouru;  mais  celles  de  v^— a,  au  contraire, 
s'échangent  à  la  suite  de  la  rotation  du  point  qui  représente  z  autour 


du  point  critique  C,.Lg  point  directeur  partant  de  I  pour  revenir  en  A 
et  achever  le  contour  éléraontaire,  le  radical  ayant  pour  valeur  initiale 
—  l/i — £^  et  variant  d'une  majiière  continue,  sera  constamment  né- 
gatif et  aura  pris,  lors  du  retour  en  A,  la  valeur  —  i ,  égale  et  de  signe 
contraire  à  celle  qu'il  avait  au  départ.  Le  parcours  du  contour  élémen- 
taire correspondant  au  point  Cj  change  également  et  pour  les  mêmes 
raisons  ie  signe  de  la  fonction.  Il  résulte  de  là  qu'un  même  contour, 
parcouru  successivement  un  nombre  pair  de  fois,  n'amènera  dans  l'in- 
tégrale que  des  éléments  qui  se  détruisent  deux  à  deux,  et,  comme  la 
fonction  retrouvera  en  A  la  valeur  primitive,  les  autres  éléments  res- 
teront les  mémos,  et  ces  contours  élémentaires  pourront  ôtre  sup- 
primés. 

Dans  le  chemin  le  long  duquel  on  intègre,  on  doit,  d'après  cela, 
supposer  que  les  deux  chemins  élémentaires  soient  toujours  alternati- 
vement parcourus,  chacun  d'eux  pouvant  l'être  un  nombre  quelconque 
de  fois,  mais  jamais  deux  fois  de  suite. 

Cherchons  la  portion  de  l'intégrale  relative  à  l'un  de  cos  contours. 
La  portion  relative  à  AI  est  évidemment 


■csin(i- 


O-a' 


elle  diffère  infiniment  pou  de  -;  celle  qui  se  rapporte  au  contour  du 
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cercle  infiaiment  potit  est  elle-mûme  infiniment  petite.  On  a, 
pour  un  point  de  CBrd3, 

sy/— i(cos.y  + V^^sin?) 


1.    v-ff 


s  (cos  1  +  s/—  I  sin']'}]  (—  t)  [cosfp  ■+- 1/—  i  sinœ} 

et  l'on  voit  que  l'élément  de  l'intégrale  contient  ^en  facteur. 
L'intégrale  relative  à  lA  est  égale  enfin  à  celle  qui  se  rapporte  à  AI 

et  de  même  signe,  puisque  les  fecteurs  dz  et  -  -^^:^-  changent  de  signe 

\/i  —  z' 
en  même  temps  quand  on  passe  de  l'une  des  intégrales  à  l'autre. 

L'intégrale  relative  au  premier  contour  élémentaire  est,  d'après 
cela,  égale  à  ■r,  lorsque  la  valeur  imtiale  du  radical  e«t  ■+  i  elle  serait 

—  ît  dans  le  cas  contraire.  L'intégrale  relative  au  second  contoui  eit 

—  TT  dans  le  premier  cas  et  -s-  t  dins  le  second 

Cela  posé,  si  l'on  commence  à  faire  parcourir  au  point  \\ii  lepré 
sente  a,  n  fois  chacun  des  deux  contours  élemenlaire*  en  pa  saot  il 
ternativement  de  l'un  à  l'autre  I  mtégrale  relative  à  1  un  d  t-e 
contours  sera  ±  ann,  selon  qu'on  aura  commencé  par  celui  de  droite 
ou  par  celui  de  gauche  ;  et,  si  l'on  prend  n  -+  i  fois  le  premier  et  n  fois 
seulement  le  second,  elle  sera  ±  (sh  +  i)ît.  En  nommant  «  l'intégrale 
prise  le  long  de  AZ,  lorsque  la  valeur  initiale  du  radical  est  +i,  et 

—  Il,  par  conséquent,  lorsque  celte  valeur  est  ^i,  ce  qui  aura  lieu 
après  le  parcours  des  an  -f- 1  contours ,  le  valeurs  quo  peut  prendre 
l'intégrale  sont 

ce  qui  est  précisément  l'expression  générale  des  arcs,  dont  le  sinus  est 
égal  à  sin  u. 

2S.  La  fonction  arcsins,  considérée  comme  l'intégrale 
est,  on  vient  de  le  voir,  une  fonction  mal  définie  qui ,  pour  chaque 
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valeur  de  z,  pent  acquérir  une  inflnilé  de  valeurs  distinctes.  MaiS; 
l'on  considère  a  comme  la  variable,  la  fonction  inverse 


Bst  au  contraire  bien  définie.  Il  importe  d'en  expliquer  la  raiéun.  Les 
variables  ^  et  «  recevant  simultané  ment  des  valeurs  représentées  par 


-^v- 


deux  points  du  plan,  il  faut,  pour  étudier  leur  dépendance,  suivre 
leurs  mouvenipnts  'iimultanés  Rapportons-les,  pour  plus  de  simpli- 
cité, à  des  ave-.  diffarenK  OV  OX  pour  %,  O'Y',  O'X'  peur  «.  L'é- 
quation 


montre  que  les  points  critiques  de  la  fonction  s,  s'ils  existent,  doivent 
correspondre  à  s  =  zb  i,  et  par  conséquent,  d'après  l'étude  faîte  pré- 
cédemment, à  K  =  (2A-)-lj-- 

Soient,  par  exemple. 


représentés  respectivement  sur  la  Bgure  par  les  points  P  cl  Q.  Suppo- 
sons que  le  point  qui  représente  z  tourne  autour  de  P  sur  un  cercle 
infiniment  petit  de  rayon  p;  oherolions  le  mouvement  correspondant 


y  Google 


s   PUISES  ERTB.E  1 

du  point  qui  représente  u.  Nous  devons  poser 

z  =  n-p(coS'p+  ]/—is\ni), 
dz  =  pv' — i(coS(p  +  ^— isinqj)  df, 
et,  puisque  p  est  infiniment  petit,  en  remplaçant  i  -t-  s  par  2, 
,->-=(,~>)(,  +  i)  =  -ip(m,  +  i/-;sm,) 
-  a,  [co5(,  +  i)^»/=7.m(. +  ;■)], 

«t  par  conséquent 

la  constante  C  est  évidemment  égale  à  -■  U  est  clair  que,  »  variant  de 
zéro  à  ST.  le  point  qui  représente  «  décrit  une  demi -circonférence  de 
rayon  v'ïp  autour  du  point  Q  ;  et  l'on  voit  que  s,  reprenant  sa  valeur 
primitive  après  avoir  fait  un  tour  entier,  u  ne  reprend  pas  la  sienne, 
et  c'est  pour  cela  que  «  est  une  fonction  mal  déSnie.  Mais  si,  an  con- 
traire, u  fait  un  tour  entier  sur  le  cercle  de  rayon  v'^p,  le  point  qui 
représente  z  fera  deux  tours  sur  le  cercle  de  rayon  p,"  et  z,  considéré 
comme  fonction  do  u,  reprend  sa  valeur  primitive  lorsque  n  tourne 
autour  du  point  Q,  qui,  par  conséquent,  n'est  pas  un  point  critique. 
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Par    m.    J.    BERTRAND, 
Membre  de  l'institut. 


Considérons  l'intégrale 

_  r^ f'^  _  _ 

si  l'on  pose  î=  sin^,  ello  iJcvionl 


,,    f     -Il 


sin'^ 


la  limite  f ,  considérée  comme  fonction  de  ii,  a  été  nommée  amplîtade  a"; 


et,  par  conséquent,  la  limite  z  de  l'intégrale  (i)  ( 
d'amplitude  ii  : 


Cette  fonction  z  est  une  généralisation  de  sina,  auquel  il  se  réduit 
quand  on  suppose  h---  o. 

La  propriété  fondamentale  de  la  fonction  sinamw  se  déduit  de  l'in- 
tdg ration  différentielle 


(3,  ^':-_ * 


^{•-fW"l:'f] 
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Pour  mtÔgrer  cette  cqaalion,  posons 

(4)  '—=      i/li-*"l|i-*-»'). 


,5)  5  =  _^î;^rjrrïy], 

et,  par  conséquent, 

En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  t  et  supprimant  le  facteur 
-J-;  on  en  déduit 


puis,  par  des  combinaisons  évidentes, 

lit'       -^   df-  ■'  ■•'  " 

et,  co  divisant  membre  à  membre,  simplifiant  et  décomposant  le  déno- 
minateur du  premier  membre  en  deux  facteurs  dont  l'un  est  transporté 
dans  le  second  membre, 

rf'y  d'or  ,,       f    dy         (h:\ 


dy  dx  1  —  k'  x^y 

^dï~^'dî 

Dans  chaque  membre,  le  numérateur  est  la  dérivée  du  dénominateur, 
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et  nous  avons,  en  intégrant, 

c'est-à-dire,  en  nommant  p  une  constante  dont  le  logaritim 


et,  en  remplaçant  -^ 


t  ■:^  et  ^  p 


:  leurs  valeurs, 


(6) 


Telie  ost  l'intégrale  de  l'équation  (3);  en  posant,  conformément  à  la 
notation  indiquée. 


r^ dx _    . 

_  r^ ^ ^  . 


l'équation  (6j  devient 


imiV(i-sm'am«)[.^A'si 


Cette  équation  étant  l'intOj,  aie  de  l'équation  [  3  )  exprime  évidemment 
que  u  +  <'  est  constant  ;  p  qui  reste  constant  en  même  temps  que  u-t-v 
est  donc  une  fonction  de  m  +  c,  et,  comme  il  se  réduit,  pour  c  =  o,  à 
sinamu,  on  a  enfin 


y  Google 


SUR    LA    THÉOniE    DES    FOHCTIOIVS    ELLIPTIQUES.  520 

Posons 

i/i  — àn'amK=  cosamn, 


l'équation  (8)  devient 

,    ,    .        ,         ,      sinamttcosami'iann'-+- sinamwcosami'ûamn 
(O)  sraam(«  +  r)-=  — .  -  A=sin'am«sin'am7~~ " 

Dos  calculs  faciles  donnent,  après  des  réductions  élémentaires, 


c 

osamacosamc  — sinamaainami'Aaraîfiami' 

!  — A'sin'aniKSin'amf 

ra«Aam-'~'!'siii'aniHSinamccosam«cosam<' 

Les  îormules  précédentes  impliquent  des  ambiguïtés  résultant  de  ce 
quecosamu  et  iam«,  définis  par  des  radicaux,  sont  susceptibles  cha- 
cun d'un  double  signe;  il  îaut  faire  disparaître  cette  cause  d'indéter- 
mination qui  rendrait  la  théorie  nouvelle  aussi  imparfaite  que  le  serait 
la  Trigonométrie  si  la  fonction  cosic  déBnie  comme  égale  à  ^i-rSin'j; 
pouvait,  pour  chaque  valeur  de  x,  recevoir  un  agno  arbitraire. 


(") 

^  =  sinam«, 

(,3) 

j  =  cosam«. 

z~.  iam«; 

on  a  par  définition 

-i:^. 

et  par  conséquent 

i'4) 

4ï=cosarauAam«: 
du                            ' 

Caic.mf.D.— 

11. 
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mais 


du.  ' 


du 

sinam«- 

(/« 

-  siiiam» 

Aamu, 

<nsitiu    "~ 

A'sinam 

iicosami 

d3.mu 
^     da 

=  -i'sin 

.cos 

du 

Vi- 

Fiiï'âm 

et  nous  pouvons 

défmir  les  trois  fonctions  ^ 

,j,spar 

lef 

;  équations 

(.5) 

dx 
dit~ 

yh 

(,6) 

du 

-xz, 

(17) 

dz 
da~ 

-k^r^, 

qui  ne  donnent  lieu  à  aucune  ambiguïté.  Les  intégrales  de  ces  équa- 
tions contiennent,  il  est  vrai,  trois  constantes  arbitraires  dont  il  faut 
choisir  les  valeurs. 
On  déduit  de  (i5)  et  (16) 


(18)  x'^f-- 

Nous  supposerons  C=  i,  et  l'on  aur 

(i5)  et  (17)  donnent 
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donc 

(19)  k^a?  +  z'=G. 

Posons  également  C  =  1 ,  nous  aurons 

L'équation  (i3)  donne,  en  vertu  des  priScédcnles, 


5-=.,/l>-x-)(,-^iVj; 


-£w 


En  posanl  C"=  o,  la  troisième  constante  sera  déterminée,  et  nous 


Pour  K=:o,  ona*  =  ojjet  3,  d'après  les  équations  (18)  et  (19},  sont 
égaux  à  ±1;  prenons 7=  -+-1,  3  =  -i- j,  les  fonctions  seront  entière- 
ment définies. 
Les  formules  fondamentales 


(9)  sinam(«  +  p)  = 
[io)cosam[«+.)  = 
(u)    Aam(«--r)  = 


peuvent  se  vér  fier  une  fo  s  connues,  de  manière  à  faire  disparaître  la 
difficulté  q  1  p  ovient  des  radicaux  par  la  considération  desquels  on 
les  a  obten  es  1  s  flit  de  prendre  les  dérivées  des  seconds  membres 
par  rapport  à  et  par  rapport  à  v  successivement,  et  l'on  vérifie  aisé- 
ment, d'après  les  dérivées  connues  desinamw,  cosam»  et  àam^j,  que, 
pour  chacun  des  trois  seconds  membres,  la  dérivée  par  rapport  à  u 

34. 


sinam 

IKCOSB 

imwAamc 

'-HSinam' 

pcosamuiamif 

-  A'  sm 

'amusm' 

smo                ' 

cosamHCOsarac— sii 

lamusinarawaamMiami' 

1— (f'Sil 

l'amusin- 

'ami' 

iam; 

iiamn 

'  — ^siaamusinaii 

n^cosara^cosam. 
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est  égale  à  la  dérivée  par  rapport  à  i-.  Or  l'équation 


a  pour  intégrale 


les  seconds  membres  des  formules  (9),  (10)  et  (11)  sont  donc  trois 
fonctions  de  («-+-");  en  faisant  0=  o,  on  voit  que  le  premier  est  égal 
à  sinara(«  + !>),  le  deuxième  à  cosam(«  h- i>)  et  le  troisième  à 
ûam[»-i-  i>). 


Double  péiiodiàté  des  trois  fonctions. 
Reprenons  l'équation 

M  „=r i' 

Soit  4)  la  valeur  de  «  correspondant  .à  a;  —  i , 


(^9)  .      .,T^^r^-fT^ 


k  étant  suppose  plus  petit  que  l'unité,  tous  les  éléments  de  »'  sont  réels 
,  et  il  en  est  par  conséquent  do  même  de  w. 

Si  l'on  fait  varier  a:  de  la  valeur  i  à  la  valeur  t)  les  éléments  do 

''intégrale  deviennent  imaginaires;  la  partie  réelle  est  évidemment  w, 
et  l'on  peut  poser 


r''  dx  ,  , 


et  par  ciinséquont 

3inani(w  ^-'.iV— O-"  j) 
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on  en  déduit 


a  el  wV — I  jouent  dans  l'étude  de  la  fonction  sinanmunrôle  analogiio 
et  aussi  important  que  celui  du  nombre  ir  dans  la  Trigonométrie. 
Les  formules  (g],  (lo),  (ii)  donnent,  si  l'on  y  fait  !(  =  y  =  w  ou 


sinamafo  =  o, 
cosamaw  =  —  i, 

coEam(2oi  +  2«V— ')  —  -i-'i 
iamfsM -I- ?.«V— 1  )  =  —  i ; 

et  nous  pouvons,  à  l'aide  de  ces  valeurs,  vérifler  que  les  fonctions 
sinamu,  cosama  et  Aamu  sont  doublement  périodiques.  Les  équa- 
tions [9),  [10),  (ij)  donnent,  quel  que  soit  u, 

sinam(K  -1-aw  +■  aw'/^)  =  ~  sinamu; 

et  par  conséquent  la  fonction,  qui  change  de  signe  sans  changer  de 
valeur  quand  on  ajoute  au  à  la  variable,  reprendra  la  valeur  et  son 
signe  si  l'on  ajoute  4  m,  l'addition  do  a™  -¥■  ito'  </^  donnant  le  mémo 
résultat  que  collede  201;  et  h  +  sw  pouvant  âtre  considéré  comme  une 
valeur  arbitraire  de  la  variable,  on  peut  ajouter  auV— i  à  la  variable 
sans  changer  la  fonction,  et  auV— i  est  une  seconde  période.  On 
verra  de  même  que  cosama  a  pour  périodes  4<j  et  sm  h-3wV— i,ct 
que  Aamwa-pour  périodes  aw  et  i^V— '■ 
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Théorème  de  Poncelet. 


Jacobi  a  donné  une  forme  géométrique  élégante  à  l'inlégralo 
de  l'équation  diliérentielie  (3),  dont  nous  avons  déduit  la  formule 
sinam(«  4-  o),  et  de  cette  représentation  il  a  conclu  la  démonstration 
fort  remarquable  d'un  beau  théorème  dû  à  Poncelet  :  Si  deux  cercles 
non  concentriques  [C]  et  (0)  sont  tels  iju'on  puisse  circonscrire  à 
l'un  an  polygone  d'un  certain  nombre  de  côtés  inscrit  en  même  temps 
à  Vautre,  il  existera  une  infinité  de  polygones  du  même  nombre  de 
côtés  remplissant  la  même  condition. 


Menons  la  tai^ente  PQ  à  la  circonférence  0;  du  point  Q  menons  la 
tangente  QR,  et  ainsi  de  suite;  il  est  clair  que,  si  en  continuant  de  la 
sorte  nous  retombons  suris  point  P,  nous  aurons  obtenu  un  polygone 
circonscrit  au  cercle  0  et  inscrit  au  cercle  C. 

Nommons  a  »  l'angle  ACP  et  a  y,  l'angle  ACQ  ;  soient  a  la  distance  OC 
des  deux  centres,  R,  r  les  deux  rayons;  ai  nous  considérons  Ja  tan- 
gente P'Q'  infiniment  voisine  de  PQ,  elle  rencontrera  PQ  au  point  I 
de  tangence  avec  la  circonférence  0.  Les  deux  triangles  semblables 
PIP',  Olff  donnent 

drf         dif, 

pr~^i' 


yGoosle 


(.0) 


et,  comme  Q'I  diffère  infiniment  peu  de  0„ 

PF  ~  Qi' 
a  d'ailleurs 

Qi' =  0Q=  - OP  =  R' -!- f<' -  ^'^  +  2 n H eos 2 (f,, 
PÏ'=  R'+  «'—  r'-i-  auR  cos-iç, 
en  remplaçant  cosa^  et  cosaf,  par  leurs  valeurs  i—asin'tp, 
(R+«)'- 


asiii^fi,  et  posant  P  =  — rj ^,  Vêquatîon  (i)  devient 


\/.-^-^™=.       i/i. 


La  constante  est  évidemment  ia  valeur  que  prend  la  première  inté- 
grale quand  on  a  (p  =  o,  c'est-à-dire  quand  »,  est  la  moitié  de  l'angle 
BGÂ  que  nous  représenterons  par  2a-,  on  a  donc 

,33,    r^'    — ^  f         '''^  =   f'    -      '''^ 

Jo      /i-'('sin'T      Jo     v/i-A"sin>     X    l/i-X'sin^^ 

On  aura  de  même,  en  appelant  f,,  ç^,. . .  les  valeurs  de  f  correspon- 
dant aux  points  R,  S, 


et,  en  ajoutant  les  égaiités, 
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